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4.1 Uberblick

Streuungsmasse sagen etwas dariiber aus, wie stark die Werte voneinander abweichen
oder ,streuen”. Liegen die Werte nahe beisammen, so ist die Streuung klein; weichen die
Werte starker voneinander ab, so ist die Streuung gross. Zundchst einige Beispiele:

Kleine Streuung Grosse Streuung

Priifung I: Schiler A schreibt in einer Priifung zweimal eine 5, Schiiler B einmal eine 4
und einmal eine 6. Beide Schiiler haben im Durchschnitt eine 5. Aber bei Schiiler A ist
die Streuung 0, bei Schiler B sicher grosser als Null. Wie gross die Streuung genau ist,
hangt davon ab, mit welchem Streuungsmass sie gemessen wird.

Experimente: Messungen werden oft mehrfach unter denselben Versuchsbedingungen
durchgefiihrt. Das Streuungsmass sollte deshalb moglichst O sein. Dies ist es in aller Regel
aber nicht, weil die einzelnen Messresultate leicht von einander abweichen. Deshalb gibt
das Streuungsmass Auskunft z.B. Gber die Mess(un)genauigkeit oder den Verfahrensfehler.
Eine allzu grosse Streuung wirft deshalb die Frage auf, wie geeignet der durchgefiihrte
Versuch tiberhaupt ist.

Priifung II: In welcher der drei Klassen A, B und C variieren die Noten am wenigsten und
ist daher die Streuung am kleinsten?
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Priifung
Haufigkeit
Note | Klasse A | Klasse B | Klasse C
6 |l Il
5% | Il I
5 [ 1l 1l
412 |l Il Il
4 Il Il
3% |l 1l Il
3 [
2% |
2 I
1 I
1 |l
Sicher bei Klasse B, dort liegen die Noten in einem viel kleineren Bereich als bei den bei-
den anderen Klassen. Weil die Noten relativ wenig voneinander abweichen, ist die Streu-
ung vergleichsweise klein — wie auch immer sie gemessen wird.
Bei den Klassen A und C dirften die Ausreisser nach unten fiir eine grosse Streuung sor-
gen. Aber wo ist sie grosser? Die Antwort hdangt davon ab, mit welchem Streuungsmass ge-
messen wird.
Wir untersuchen nun einige Streuungsmasse und ihre Eigenschaften.

4.2 Streuungsmasse

4.2.1 Die Spannweite (Variationsbreite)
Eine naheliegende Idee ist, als Streuungsmass die Differenz zwischen dem grossten und

dem kleinsten Wert anzugeben: X, — Xmin- Dieses Streuungsmass nennt man Spann-
weite oder Variationsbreite.

Spannweite (Variationsbreite) = Xy = Xmin [4.1]

Sie ist extrem empfindlich auf Ausreisser und wird deshalb nicht hdufig verwendet.

Im Standardbeispiel ,Priifung” sind die Spannweiten fiir Klasse A 6 — 1 = 5, fiir Klasse B
dagegen 5 — 3 = 2, fur Klasse C schliesslich 6 — 1.5 = 4.5. Man erkennt bei den Klassen A
und C deutlich den Einfluss der Ausreisser: Ohne diese wéren die Spannweiten nicht 5
bzw. 4.5, sondern lediglich 3.5 bzw. 2.5.

4.2.2 Die Summe der Abweichungen vom Mittelwert

Eine weitere naheliegende Idee ist es, die Abweichungen vom Mittelwert zusammenzu-
zahlen. Je grosser die Summe dieser Abweichungen ist, desto grosser die Streuung. Diese
Idee hat zwei Nachteile:

Erstens spielt die Anzahl der untersuchten Werte eine Rolle. Im Beispiel Prifung bedeutet
dies, dass bei kleinen Klassen eher kleine Streuungen zu erwarten sind, bei grossen Klas-
sen eher grosse. Dies deshalb, weil bei einer grossen Klasse mehr Abweichungen addiert
werden als bei einer kleineren — und zwar auch dann, wenn die Noten bei der grossen
Klasse ndher beisammen liegen als bei einer kleineren.

Und zweitens gibt es einen mathematischen Grund, sobald man als Lagemass den Mittel-
wert verwendet, was der Normalfall ist. Die Summe der Abweichungen ist 0, und zwar
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gemass Formel [3.6] immer. Deshalb wére die Streuung bei Verwendung dieses Masses
immer 0, und das ist sicher nicht besonders sinnvoll...

4.2.3 Die mittlere absolute Abweichung vom Lagemass

Es gilt, die Konsequenzen aus den Nachteilen des letzten Streuungsmasses zu ziehen. Er-
stens wird die Summe — egal, was genau addiert wird — am Schluss durch n, die Anzahl
der Werte, geteilt. Zweitens verhindert man, dass sich positive und negative Abweichun-
gen aufheben, indem man das negative Vorzeichen weglasst. Mathematisch heisst das,
man verwendet als Abweichung nicht x; =X, sondern den Absolutwert oder Betrag davon:

|X;—X |. Auswirkung:

Note x; H; [x; =X | | Hi- | %=X |
6 2 1.8 3.6
5.5 3 1.3 3.9
5 4 0.8 3.2
4.5 5 0.3 1.5
4 3 0.2 0.6
3.5 2 0.7 1.4
3 3 1.2 3.6
2.5 2 1.7 3.4
2 0 2.2 0
1.5 0 2.7 0
1 1 3.2 3.2
Summe der absoluten Abwei- 244
chungen
Mittlere absolute Abweichung 0.976
(obige Summe durch n=25) )

Fiir Klasse B erhalt man eine mittlere absolute Abweichung von % = 0.5625, fiir Klasse C

dagegen 188 = 0.94. Die so berechnete Streuung ist bei Klasse A also etwas grésser als bei

20
Klasse C.

Die mittlere absolute Abweichung ist

H1-|x1—;|+H2~|x2—;|+...+Hk-|xk —x

[4.2]
n

und
hy | x; =x|+h,- | x, =x|+...+h | x, =x]|,

falls die relativen Haufigkeiten h; bekannt sind.

Dieses Streuungsmass wird durchaus ab und zu verwendet. Aber auch es leidet an einem
Nachteil: Das Rechnen mit Betrdgen ist eine miihselige Angelegenheit. Wer schon Glei-
chungen oder sogar Ungleichungen mit Betragen l6sen musste, weiss davon ein Lied zu
singen.

4.2.4 Die mittlere quadrierte Abweichung: die theoretische Varianz

Eine weitere Moglichkeit zu verhindern, dass sich Abweichungen nach unten und oben
schliesslich aufheben, besteht darin, die Abweichungen zu quadrieren. Minus mal Minus
gibt ja auch Plus. Ansonsten verfahrt man genau gleich wie bei der mittleren absoluten
Abweichung. Fir Klasse A sieht das so aus:
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Note x; H, X=X x—x)* | H; -0 —%)?
6 2 1.8 3.24 6.48
5.5 3 1.3 1.69 5.07
5 4 0.8 0.64 2.56
4.5 5 0.3 0.09 0.45
4 3 -0.2 0.04 0.12
3.5 2 -0.7 0.49 0.98
3 3 -1.2 1.44 4.32
2.5 2 -1.7 2.89 5.78
2 0 -2.2 4.84 0.00
1.5 0 2.7 7.29 0.00
1 1 -3.2 10.24 10.24
Summe der quadrierten Abweichungen 36.00
Mittlere quadrierte Abweichung 1.44
(obige Summe durch n=25) )

Fiir Klasse B erhalt man % =0.40625, fiir Klasse C % =1.44. Jetzt ist die Streuung bei

den Klassen A und C gleich gross!
Dieses Streuungsmass ist von grosser Bedeutung. Es wird als (wahrscheinlichkeits-)theoreti-

. 2 .
sche Varianz ¢~ bezeichnet.

Die (wahrscheinlichkeits-)theoretische Varianz o ist festgelegt durch
52 Hivtx —X)2 +H, - (x; =X)? +...+H, -(x, —%)?
n

[4.3]

Wenn die relativen Haufigkeiten h; bekannt sind, so gilt

6° = hy-(x; =%)2 +hy (X, —X)? +...+hy - (x; —%)?

Aber weshalb wird dieses Streuungsmass mit o? bezeichnet und nicht einfach mit 6?

4.2.5 Die (wahrscheinlichkeits-)theoretische Standardabweichung

Es gibt eben noch ein anderes Streuungsmass, die (wahrscheinlichkeits-)theoretische Stan-
dardabweichung, und diese wird mit ¢ bezeichnet.
Die (wahrscheinlichkeits-)theoretische Standardabweichung o ist festgelegt durch

\/H1 (Xq =R +Hy - (Xy =% + ..+ Hy - (xp =)
G:

[4.4]
n

bzw.

c = \/h1 (x4 *§)2+h2‘(xz *§)2+...+hk (X fi)z

Die Standardabweichung ist etwas aufwendiger zu berechnen als die Varianz, weil ja
noch die Quadratwurzel gezogen werden muss. Daflir hat die Standardabweichung die-

selbe Einheit wie die gemessenen Werte: Wenn die x; die Einheit Meter haben, hat die
Standardabweichung o ebenfalls die Einheit Meter; die Einheit der Varianz ¢” dagegen ist
Quadratmeter.

Bei den drei Klassen A und C betrigt die theoretische Standardabweichung o +/1.44 =
1.2, bei Klasse B 4/0.40625 ~ 0.637.
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