26. Der Weg zum bestimmten Integral

26. Der Weg zum bestimmten Integral

26.1 Uberblick

Beim bestimmten Integral werden unendlich viele unendlich kleine Teile eines Ganzen

addiert. ,Unendlich klein” bedeutet, dass die Grosse eines Teils praktisch O ist.

Fiir bestimmte Integrale gibt es viele Anwendungen, z. B. die Berechnung

e des Inhalts einer krummlinig begrenzten Flache, eine besonders anschauliche Anwen-
dung,

e des zurlickgelegten Weges, wenn in jedem Moment die Geschwindigkeit bekannt ist,

e der verrichteten physikalischen Arbeit,

e der beim Sonnenbad aufgenommenen UV-Strahlung.

Wir werden in diesem Kapitel das bestimmte Integral definieren und einige seiner Anwen-

dungen kennenlernen.

26.2 Beispiel: Die Berechnung eines Flacheninhalts
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

26.5 Beispiel: Bewegung eines Fahrzeugs

In den Abschnitten 26.5 bis 26.7 lernen wir weitere Beispiele fiir bestimmte Integrale ken-
nen. Alle kénnen mit Verfahren 26.4.1 gel6st werden, oft geht es aber viel einfacher.

26.5.1 Beispiel

Ein Fahrzeug bewegt sich mit der konstanten Geschwindigkeit von v=1 m/s.

(1) Welchen Weg legt dieses Fahrzeug in den ersten b Sekunden zurtick?

(2) Welchen Weg legt dieses Fahrzeug zwischen Sekunde a und Sekunde b zuriick?
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

(1)

Rechts ist der Graph der Funktion v: t - 1 ein- v [mls]
gezeichnet und das dem Integral 4t

b L

[vidt oL

0 v
entsprechende Rechteck blau markiert. Dieses HEEEEE i

phen von v sowie zwischen x=0 und x=b.
Aber was hat dieses Integral mit dem zuriickge-
legten Weg zu tun? Kann der Inhalt der blau
markierten Fliche das Mass fir die gesuchte
Strecke sein?
Zur Beantwortung dieser Fragen tiberlegen wir uns, welche Grossen wir auf den Koor-
dinatenachsen abtragen:
o auf der waagrechten Achse die Zeit t (gemessen in Sekunden),
o auf der senkrechten Achse die Geschwindigkeit v (gemessen in Metern / Sekunde).
Deshalb stellt die Lange des blauen Rechtecks eine bestimmte Zeit dar, die Breite des
Rechtecks dagegen eine bestimmte Geschwindigkeit.
Fir das blau markierte Rechteck gilt

Flacheninhalt = Breite - Lange;
wir multiplizieren bei diesem Beispiel also eine Geschwindigkeit v mit einer Zeit t.
Und gemass der Formel

|
|
|
|
|
|
f
|
verlauft zwischen der x-Achse und dem Gra- b: t [m]
|
|
[
|
|
|

s=v-t
ist dieses Produkt eine Strecke, eine Wegldnge. Dies wird auch durch die Einheiten
bestatigt: Das Produkt von [m/s] und [s] ist [m], also die Einheit einer Strecke.
Im konkreten Beispiel erhalten wir gemass

s=1-b
den in den ersten b Sekunden zuriickgelegten Weg, eben b Meter. Und das ist gerade
der Wert des Integrals

b
[1dt.
0
Rechts ist das dem Integral
b b -V [m/S]
[vivde = [1dt 4r
a a
entsprechende Rechteck markiert. Wieder ist 2r
sein Fldcheninhalt ein Mass fir den vom Fahr- v
zeug zuriickgelegten Weg. Dieser ist demzufolge — ——1— ——

b
s=[1dt=b-a. A

Zu demselben Resultat waren wir gekommen,
wenn wir den Losungsweg von Beispiel 26.3.2
Ubertragen hatten. Wie dort gilt

b b a

j1dt=j1dt—j1dn

a 0 0
und die Integrale auf der rechten Seite berech-
nen wir mit dem Resultat von (1):

- ey
—
—
w
<L,
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

b a

b
j1dt=j1dt—j1dt=b—a.

a 0 0
— —

b a

An sich kénnte man beide Aufgaben auch mit Verfahren 26.4.1 16sen. Aber das wére ein
unnotig grosser Aufwand.

26.5.2 Bemerkung
Wir haben beim letzten Beispiel
gesehen, dass ein Flacheninhalt
das Mass fir eine Strecke sein
kann. Ahnlich verhalt es sich bei
einem Messbecher:

Die Strecke zwischen dem
Boden des Messbechers und
dem oberen Rand der Flis-
sigkeit ist ein Mass fir das
Volumen der im Messbecher
vorhandenen Flussigkeit.

Bei der anderen Skala ist die
Strecke zwischen dem Boden
des Messbechers und dem
oberen Rand des Mehls ein
Mass fur die Masse des
Mehls im Messbecher.

26.5.3 Beispiel
Ein anfahrendes Fahrzeug wird beschleunigt; seine Geschwindigkeit t Sekunden nach
dem Start ist v(t) =t Meter pro Sekunde.
(1) Welchen Weg legt dieses Fahrzeug in den ersten b Sekunden zurtick?

(2) Welchen Weg legt dieses Fahrzeug zwischen Sekunde a und Sekunde b zuriick?

(1) Bei diesem Beispiel ist

Vit t.

Das dem bestimmten Integral
b b
[vvde =[ tdt
0 0
entsprechende Dreieck ist blau markiert. Wie in
Beispiel 26.5.1 ist die Dreiecksfldche ein Mass
fir den vom Fahrzeug zuriickgelegten Weg s.
Nach der Formel

Dreiecksfliche = Grundlinie-Hhe

2
ist
b
j tdt=2P_ 1p?,
5 2
also ist der zurlickgelegte Weg
—1h2
S= 7b .

L v [m/s]

|
| \Y
|
|

—b

—

b

~

V

|
|
|
|
|
|
|
|
|
: t [s]
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

(2) Die Berechnung des bestimmten Integrals

b X v [m/S]} : e
[vode = tdt I | |
a a bl : |
entspricht dem Bestimmen einer Trapezflache. - I |
Das blau markierte Trapez hat die Mittellinie - | P
_v@+vb) a+b EEE gl
T2 T2 L :§’
und die Héhe h=b—a. Folglich ist seine Flache i S h S
m.hz(a+b)(b—a)=%b2_%a2/ | - | I’g?/l BV : ]
d.h., der zuriickgelegte Weg ist 3 a: b: Liel

b
s :jtdt =%b2 —%az.
a

Wieder hatten wir den Losungsweg von Beispiel 26.3.2 tibertragen und die Trapez-
flache als Differenz zweier Dreiecksflichen berechnen koénnen:

b b a \ |
_ —1p2 1,2 mv Im/sh |
[tdt=[tdt—[tdt=1b*—1a’. [ | | 2
a 0 0 _ I I
Auch diese Aufgaben koénnten wir mit Verfahren bl | |
26.4.1 losen. Bei der Berechnung der Unter- und ; :
Obersummen wiirden wir mit n Rechtecken arbei- - | /] -
ten, deren jeweiliger Flacheninhalt eine Schatzung - : it
far den im Zeitintervall [t—q, t], i=1, 2, ..., n, zu- a: | E
rickgelegten Weg ist. Wir verzichten auf diesen Lo- _ i
sungsweg. - G
L 1= L1
i al b! t [s]
¢ l |

26.6 Beispiel: Mechanische Arbeit beim Heben eines Sacks

26.6.1 Beispiel
Auf einer Baustelle wird ein Sack mit dem Gewicht G=200 N mithilfe einer festen Rolle
auf eine Hohe von h=10 m angehoben. Welche Arbeit wird dabei verrichtet?

Rechts ist der Graph der Funktion
G: h+ 200

eingezeichnet. Weil der Sack auf jeder Hohe h das-
selbe Gewicht hat, ist G eine konstante Funktion. i
Warum ist der Flicheninhalt des markierten Recht- -
ecks ein Mass fiir die verrichtete Arbeit W?
Die horizontale Rechtecksseite ist eine Wegldnge s:  jp0}
diejenige Strecke, um die der Sack angehoben wird. -
Die vertikale Rechtecksseite ist eine Kraft: die zum
Anheben des Sackes nétige Kraft F von 200 N. (G .
und F haben denselben Betrag, aber entgegesetzte : r
Richtung.)

- GIN]
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

Die verrichtete Arbeit W ist gemdss Definition® F-s — mit den Bezeichnungen dieses Bei-
spiels also G-h. Die Arbeit W ist also gleich dem bestimmten Integral

10 10
j G(h)dh = j 200dh,
0 0

das im vorliegenden Fall 200-10 Nm = 2000 Nm betragt.

26.6.2 Beispiel
Auf einer Baustelle wird ein Sack mit dem Gewicht G=200 N mit einer festen Rolle auf
eine Hohe von h=10 m angehoben. In einer Hohe von 5 m wird der Sack von einem
vorstehenden Nagel aufgeritzt und verliert an Inhalt. Sein Gewicht G andert sich nun mit
der Hohe h Giber Boden. Es ist
200, falls0<h<5
G:h—> {

200279209 fallsh > 5.
Welche Arbeit W wird nun verrichtet?
Die Funktion G ist nun nur noch fir h < 5 konstant, LG IN]

fir h>5 fallt sie exponentiell ab. Wieder ist der -
Inhalt der blau markierten Fliche ein Mass fur die zu

verrichtende Arbeit i
10
W = j G(h)dh.
0 100
Wir teilen dieses Integral auf:
5 10
W = jc(h)dh + j G(hdh.
L,_/ L,_J 1
A B

A ist leicht zu berechnen, weil G(h) konstant ist:

A =200N-5m = 1000 Nm.
Die Berechnung von B ist mit Verfahren 26.4.1 zwar
moglich, aber sehr aufwendig. Deshalb geben wir

hier nur den Wert an:
10

B= j G(h)dh ~ 721.348.
5

Fiir die insgesamt zu verrichtende Arbeit finden wir
10 rGINI

5
W =A+B=[Ghdh+ [ Ghdh~1721.348Nm. I
0 5 200
Auch diese Aufgaben konnten wir mit Verfahren - G
26.4.1 losen. Bei der Berechnung der Unter- und i R
Obersummen wirden wir mit n Rechtecken arbei- -
ten, deren jeweiliger Flacheninhalt eine Schatzung 100
fir die Arbeit ist, die beim Anheben des Sacks von I

der Hohe hi—y auf die Hohe hj, i=1, 2, ..., n, ver- B
richtet wird. Wir verzichten auf diesen Losungsweg. | i
¢ r l

* Wenn Sie hier die Vektorpfeile vermissen, haben Sie grundsitzlich recht. Im vorliegenden einfachen Fall

darf man sie aber durchaus weglassen, weil F und s dieselbe Richtung haben.
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

26.7 Beispiel: Sonnenstrahlung

A. Hautbraunung beim Sonnenbaden

Sonnenanbeterinnen wissen es: Die Sonne sendet nebst sichtbarem Licht und Warme un-
ter anderem auch UV-Strahlen zur Erde. Wir befassen uns hier speziell mit UVB-Strahlen.
Diese dringen in die Haut ein und bewirken bestenfalls eine Braunung, kénnen aber auch
zu Sonnenbrand und langfristig schlimmstenfalls zu Hautkrebs fiihren.

Die Hautoberfliche des Menschen betrdgt ca. 1.6 | [W/m?2] .
bis 2 m?. Wir nehmen an, dass eine Sonnenhungrige n I
an einem schénen Sommertag in Glarus von 14:00 _'\\ {
bis 16:00 ein Sonnenbad nimmt und dabei stets i I . |
etwa 0.9 m? ihrer Haut der Sonne aussetzt. I " :
Mit einer Sonde wird alle paar Sekunden die Intensi- i ':.' |

tt | der einfallenden UVB-Strahlung gemessen. Die- 01T |
se Messresultate sind in der Grafik festgehalten: auf - |
der waagrechten Achse die Zeit t, gemessen in Se- - :
kunden ab 14:00 Uhr, auf der senkrechten Achse N |

die gemessene Strahlungsintensitit | in W/m?, '
Der Graph der Funktion f besteht hier nur aus ein-
zelnen Punkten — die Intensitit wurde eben nur in
regelmassigen Zeitabstanden gemessen.

Die Messwerte nehmen grundsatzlich ab, weil die
Sonnenstrahlen immer weniger steil einfallen. Wei-
tere Schwankungen entstehen dadurch, dass sich ge-
legentlich Wolken vor die Sonne schieben.

Um einen zusammenhangenden Graphen zu erhal- |
ten, verbinden wir die Punkte durch Strecken. Die- l
ser neue Graph kommt der Deutung entgegen, das - :
bestimmte Integral sei ein Flacheninhalt — bei einer - |
Figur mit einer ,l6chrigen” Seite ware das problema- .
tisch.

Der besser bekannte UV-Index, der die Gefahrdung durch UV-Strahlung angibt, entsteht,
indem man die gemessenen Werte mit 40 multipliziert. Die um 14:00 Uhr gemessene In-

tensitit von 0.217 W/m? entspricht einem UV-Index von 8.68 (sehr hoch), die um 15:50

Uhr gemessene Intensitdt von 0.094 W/m2 einem UV-Index von 3.76 (mittel). Ab einem
UV-Index von 5 sollte man sich vor der Sonne schiitzen.

26.7.1 Beispiel: UVB-Strahlung beim Sonnenbad
a) Wie gross ist die zwischen 14:00 und 16:00 insgesamt wirksame Strahlendosis H?
b) Welche UVB-Strahlungsenergie E nimmt die Dame bei ihrem Sonnenbad zwischen

I I I I I I |t[§]
1800 | 3600 | 5400 | 72000

| [W/m?]

|
|
|
|
|
|
|
|

1
5400 | 72000

1 1
1800 | 3600

14:00 und 16:00 Uhr insgesamt auf, wenn der Sonne stets etwa 0.9 m” Haut zuge-
wandt sind?

a) Die Strahlendosis H hangt einerseits von der Strahlungsintensitat | ab, anderseits von
der Dauer, wéahrend der ein Korper der Strahlung ausgesetzt ist.
Fir eine sehr grobe Schatzung teilen wir das Zeitintervall [0, 7200] in zwei Teilinterval-
le [0, 3600] und [3600, 7200] von je 3600 Sekunden Dauer: At=3600 s.
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

Fur die Berechnung der Obersumme O;
verwenden wir in jedem Teilintervall den

grossten gemessenen Wert M;.
| [W/m?] |
|
|

01

L 1 |

3600

1
5400 | 7200

1800
So erhalten wir gemdss [26.8]

= 3600 s-(0.217 ﬂ2+ 0.169 ﬂJ =1389.6 ﬂ;
m m m

Fir die Berechnung der Untersumme U;
verwenden wir in jedem Teilintervall den
kleinsten gemessenen Wert m;.
| IW/m?]

! L L t [§]
5400 ' 7200

1800 3600
So erhalten wir gemdss [26.9]

U, = At-(m;+m,)

=3600 s -(0.167 ﬂ2 +0.094 ﬂJ =939.6 ﬂ;
m m m

Durch Hinzufiigen weiterer Unterteilungspunkte erhalten wir bei stets gleich grossen
Teilintervallen die in der Tabelle angegebenen Schétzwerte fiir die Strahlendosis H.

Praziser konnen wir das Resultat nicht an- | O U, Or—U,
geben, weil UVB-Strahlungsintensitat nur > 13896 939 6 450.0
alle 30 Sekunden gemessen wurde. Wir 41 12816 990.6 231.0
finden: Das gesuchte Integral hat einen ™57 556 o 1057 .2 128.8
Wertvon 24| 1185.6 | 1089.6 | 96.0
H=11406+84"5  [26.101 | 120 | 1153.2 | 1126.8 26.4
m 240 1149.0 1132.2 16.8

Diese Strahlendosis kann ohne Schutz zu einem schmerzhaften Sonnenbrand fiihren!
Wir kennen die gesamte Strahlendosis H mit einer Genauigkeit von immerhin £0.7%.
Das liegt im Rahmen der Messgenauigkeit der Sonde. Auch darum ist ein praziseres
Resultat sinnlos, es ware nur Augenwischerei.

b) Wir multiplizieren [26.10] mit der stets der Sonne zugewandten Hautfliche von etwa

0.9 m” und erhalten als von der Dame insgesamt aufgenommene Strahlungsenergie
E=1026.54+6.756 W -s.

Als Resultat mit realistischer Genauigkeit geben wir 1000 W-s= 1 kJ an.

B. Solaranlage

Auch die Betreiber einer Solaranlage interessieren sich fir die in jedem Moment wirksa-
me Sonnenstrahlung. Auf der nachsten Seite ist das 2011 in Betrieb genommene Solar-
kraftwerk Gemasolar in der Nahe von Sevilla (Spanien) abgebildet. 2650 Spiegel, jeder et-
wa 115 m? gross, reflektieren das Sonnenlicht zum 140 m hohen Turm. Dort wird Flussig-
salz auf 565°C erwdrmt. Dank seines Flissigsalzspeichers, der auch die Nachte tber-
briickt, ist Gemasolar das erste solartechnische Grosskraftwerk der Welt, das rund um die
Uhr Strom nach Bedarf bereitstellen kann, dhnlich wie ein Wasserkraftwerk.
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

~ Das solartechnische Grosskraftwerk Gemasolar (Foto: Steve Morgan, www.stevemorganphoto.co.uk)

26.8 Zusammenfassung der Beispiele

Wir haben diverse Beispiele fiir bestimmte Integrale studiert. In einfachen Fallen kann
man sie mit einfachen Formeln |6sen. In schwierigeren Fallen hilft vorerst nur Verfahren
26.4.1 weiter. Dies zeigt die folgende Zusammenfassung.

Beispiel Losung im einfachen Fall Losung im allgemeinen Fall

Flichenberechnung | Voraussetzung: Der Funktions- | Voraussetzung: Der Funktions-

Wie gross ist der In- | wert f(x) ist fiir x € [a, b] stets | wert f(x) kann sich fiir x € [a, b]

halt A der Flache, | gleich. andern.

die vom Graphen | f(x) hdngt nicht von x ab. f(x) hdangt von x ab.

der Funktion f, der |

x-Achse und den i

beiden senkrechten :

Ceraden x=a und |

x=b eingeschlossen i
|
|
|
|
|

i
|
|
|
|
|
|
|
wird?

I a
|
Einfache Losung:

b
A=f-(b—a)=f-Ax Allg. Losung: A=J.f(x)dx
a

|
|
|
b X /ai
|

b X

i
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

Bewegung eines
Fahrzeugs

Welchen Weg s legt
ein Fahrzeug mit der
Geschwindigkeit v
zwischen dem Zeit-

punkt t; und dem
Zeitpunkt tp zuriick?

Voraussetzung: Die Geschwin-
digkeit v ist wahrend der Zeit-
spanne [a, b] stets gleich.

v hadngt nicht von t ab.

| 1 | | | 1 1 | Il

i
|
|
|
|
|
i
|
|
|
|
|
|
|
ol Lt

|
|
|
[
|
|
f
|
|
[
|
|
[
|
|
|

|
Einfache Losung:
s=v-(t,—ty) =v-At

Voraussetzung: Die Geschwin-
digkeit kann sich wahrend der
Zeitspanne [ty, to] dndern.

v hangt von t ab.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
ty|
|

t
Allg. Losung: s = Iv(t)dt

Y

Mechanische Arbeit

Welche Arbeit W
muss verrichtet wer-
den, wenn ein Kor-
per mit dem GCe-
wicht G (d. h. der
Gewichtskraft  Fg)
von der Hohe hy auf

die Hohe h; geho-
ben wird?

Voraussetzung: Das Gewicht G
ist auf jeder Hohe h gleich.
G hangt nicht von h ab.

i
|
|
[
|
|
f
|
|
[
|
|
|
I | I I
h1| :hz h

Einfache Losung:

Voraussetzung: Das Gewicht G
kann mit der Hohe h d@ndern.
G héngt von h ab.

1

|
|
|
|
|
[
|
|
[
|
|
[
|
|
|

h, h, h
hy

Allg. Losung: W = [ G(hdh
hy

Sonnenbad

Welche Dosis H an
UVB-Strahlen wirkt
pro  Quadratmeter
zwischen den Zeit-
punkten t; und tp,
wenn wahrend die-
ser Zeit die Strah-
lungsintensitat | ge-
messen wird?

Voraussetzung: Die Strahlungs-
intensitat | ist wahrend der
Zeitspanne [ty, ty] stets gleich.

| hdngt nicht von t ab.

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| f
| |
| |
[ |
| |
| |
[ |
! |
by I
| |

Einfache Losung:
H=1-(t,—t;) =I-At

Voraussetzung: Die Strahlungs-
intensitat | kann sich wahrend
der Zeitspanne [t1, to] dndern.

| hdngt von t ab.

4

|
|
|
|
|
[
|
|
|
|
|
|
|
|
|

t
Allg. Losung: H= [I(dt

Y
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

Diese Beispiele zeigen auch, wie man aus der Formel fiir den einfachen Fall (ohne be-
stimmtes Integral) die Formel fur den allgemeinen Fall (mit bestimmtem Integral) herleitet.
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

26.11 Verwendung von Taschenrechnern mit CAS

26.11.1 Beispiel
6
(1) Berechnen Sie die Untersumme von szdx far 30 gleich breite Teilintervalle.

3
6

(2) Berechnen Sie die Obersumme von .[xzdx fir 30 gleich breite Teilintervalle.

3
6

(3) Berechnen Sie das Integral _[xzdx als Grenzwert der Obersummen bei n gleich brei-
3
ten Teilintervallen.
Vorbemerkung: Verfahren 26.4.1 verlangt, dass in jedem Teilintervall [xi—1, xi] der kleins-
te und der grosste auftretende Funktionswert bestimmt wird. Dies kann mit hohem Auf-
wand verbunden sein. Bei der Losung dieser Aufgaben niitzen wir aus, dass die zu inte-

grierende Funktion f: x x* im Intervall [3, 6] streng monoton wdchst. Darum liegt in je-

dem Teilintervall [xi—1, xi] der kleinste auftretende Funktionswert m; am linken Rand bei

xi-1, der grosste auftretende Funktionswert Mj am rechten Rand bei xi. Man konnte auch
sagen: Bei den Untersummen berechnen wir jeweils eine Linkssumme, bei den Obersum-
men jeweils eine Rechtssumme.
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

(1) f):=x"2p
deltax:=(6 — 3)/30

deltax*sumseq(f(3 +(i—1)*deltax, i,

1, 30) (Enter]

ans [Ctr1] [Enter]

(2) (Lésung ohne Screenshot)

f():=x "2
deltax:=(6 — 3)/30

deltax*sumseq(f(3 +i*deltax, i, T,

30)

ans [Ctr1] [Enter)

(3) f(x):=x"2p
deltax:=(6 — 3)/n

limit(deltax*sumseq(f(3 +i*deltax, i,

1, n), n, infinity)

¢

f(x):=x2 Fertig

6-2

deltax.=
30 10

30
deltax E (j(3+(r'— 1) de!rax)) 200
i=1

12331 61.655
200

f(x):=x2 Fertig

6-2 3

deliqx, == -

n n

63

n
lim |deltax- E (H3+i- deitax))
n—= 1

I=

Mit dem bei Aufgabe (3) von Beispiel 26.11.1 angewendeten Verfahren kénnen manche
bestimmte Integrale sogar mit allgemeinen Integrationsgrenzen a und b berechnet werden.
Aber dafiir darf der Integrand nicht zu kompliziert ist; das CAS muss die Obersumme fiir
allgemeines a, b und n berechnen und anschliessend den Grenzwert bilden kénnen.

26.12 Ubungen

A. Fragen zum Grundstoff

Notieren Sie Ihre Antworten zu den folgenden Fragen. Manchmal reicht eine Zahl oder
eine Formel, manchmal sind ein paar Sitze oder eine Skizze sinnvoll. Die Lésungen fin-

den Sie im Text dieses Kapitels.

b

1. Welches ist die Grundidee zur Berechnung des bestimmten Integrals .[f(x)dx? Geben

Sie die wesentlichen Schritte an.

a

b

2. Was ist eine Obersumme, was eine Untersumme fiir das Integral J.f(x)dx? Gehen Sie

a

von einer stetigen Funktion f und n gleich breiten Teilintervallen aus.
3. Wann ist eine beliebige Funktion f auf dem Intervall [a, b] integrierbar? Welche Funk-
tionen sind sicher auf [a, b] integrierbar?
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

4. Ein Auto hat zwischen den Zeitpunkten t; und t; die nicht unbedingt konstante Ge-
schwindigkeit v. Begriinden Sie: Der vom Fahrzeug in dieser Zeit zurlickgelegte Weg

b
hat die Lange s= J. v(t)dt.

4

nungen zu tun haben.

6. jlf(x)dx =?

B. Fragen zum Erganzungsstoff

. Nennen Sie einige Beispiele fiir bestimmte Integrale, die nichts mit Flachenberech-

Notieren Sie lhre Antworten zu den folgenden Fragen. Manchmal reicht eine Zahl oder
eine Formel, manchmal sind ein paar Satze oder eine Skizze sinnvoll. Die Lésungen fin-
den Sie im Text dieses Kapitels.

b

1. Was ist eine Obersumme, was eine Untersumme fir das Integral J.f(x)dx? Gehen Sie

a

von einer stetigen Funktion f und n nicht unbedingt gleich breiten Teilintervallen aus.

b

2. Wie ist das Integral J.f(x)dx definiert? Gehen Sie von einer stetigen Funktion f und n

a
nicht unbedingt gleich breiten Teilintervallen aus.

C. Aufgaben zum Grundstoff

1.

Nebenan ist der Graph einer Funktion f dar-
gestellt; er besteht aus zwei Geraden und einem
Viertelkreisbogen. Berechnen Sie mit einfachen
geometrischen Uberlegungen:

1 2

a) j f(x)dx b) j f(x)dx
0 0
5 10

Q) j f(x)dx d) J.f(x)dx
2 5
10 10

e) .[f(x)dx f) jf(x)dx
2 0

. Zwei Fahrzeuge F1 und F; starten zum Zeitpunkt t=0 an demselben Ort und fahren

mit den Geschwindigkeiten vi und v; in dieselbe Richtung. Die Zeit t wird in Sekun-
den gemessen, die Geschwindigkeiten in m/s. Wie kann man die folgenden Gleichun-

gen und Ungleichungen deuten?

a) v4(t) > v,(t) b) v;'(t) < v,'(t)
30 30 30 40

A [ viodt= [ v,0dt
0 0 0 20

d) [ viodt= [ v,(0)dt
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10.

11.

Wir studieren wieder die beiden Fahrzeuge von
Aufgabe C.2. Nebenan sind die Graphen von v;

und v, dargestellt.

a) Was bedeutet es, wenn sich die beiden Gra-
phen schneiden?

b) Schétzen Sie anhand der Graphen ab, zu wel-
chem Zeitpunkt t>0 beide Fahrzeuge gleich
weit gefahren sind.

Ein Zug sollte zu jedem Zeitpunkt t eine be-

stimmte Geschwindigkeit vs(t) einhalten. Bei-
spielsweise wegen Bauarbeiten kann aber die tat-

10

3}

| | | | It [$]

I
5 10

sachliche Geschwindigkeit vi(t) des Zugs von vs(t) abweichen. Welche Bedingung gibt
an, ob der Zug gegeniiber dem Fahrplan im Riickstand ist oder nicht?

. Viele Smartphones enthalten Sensoren, welche ununterbrochen die momentane Be-

schleunigung a(t) messen. Mithilfe von Apps konnen die entsprechenden Werte ange-

t

zeigt werden. Wie kann Ia(t)dt gedeutet werden?

t

Eine Physiotherapeutin massiert eine Patientin entlang ihrer Wirbelsdule. Die Wirbel-
sdule hat die Lange |, und an der Stelle s (0 <s <) tibt die Physiotherapeutin die Kraft

F(s) auf die Wirbelsidule aus. Wie kann jF(s)ds gedeutet werden?

0

Zum Zeitpunkt t fliesst pro Sekunde die Wassermenge w(t) den Rheinfall hinunter;

t

w(t) hat die Einheit m>/s. Wie kann J.w(t)dt gedeutet werden?

t

Geben Sie Beispiele fiir bestimmte Integrale aus dem Alltag an.

Zu Beginn eines Rennens wird sechsmal die [{[q]

0

Geschwindigkeit v eines beschleunigenden [y im/s) | 0

Sprinters gemessen. Welchen Weg s hat er
mindestens zuriickgelegt, welchen héchstens?

Berechnen Sie ohne CAS fir die angegebenen Integrale die Untersumme U, und die

Obersumme Oy, jeweils fir n=2 und n=4.

1 1 10

a) szdx b) I3x2dx C) .[—2dx
0 0 1 X
2 1 /2

e) .[Inxdx f) Jexdx g) I sinxdx
1 ~1 0

100

d) [ Vxdx
0

h) }\/1—x2dx
0

[CAS] Berechnen Sie fir die angegebenen Integrale die Untersumme U, und die

Obersumme Oy, fir n=1000.

1 1 10

a) szdx b) jszdx C) J—zdx
0 0 1 X
2 1 /2

e) .[Inxdx f) Jexdx g) I sinxdx
1 -1 0

100

d) [ Vxdx
0

h) }\/1—x2dx
0
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

b b
12. [CAS] Bestimmen Sie '[x3dx und jx3dx mithilfe von Unter- und Obersummen.
0 a
13. [CAS] Bestimmen Sie folgende Integrale mithilfe von Unter- und Obersummen:
b b b b
a) Ix4dx und J.x4dx b) Ix5dx und IXSdX
0 a 0 a
b b b b
0 Ix”dx und J-x”dx, nelN, d) Iexdx und Iexdx
0 a 0 a

D. Anspruchsvollere Aufgaben zum Grundstoff

. . o 3 o 3 . L .3 3 3 3 n2(n+1)2
1. Bestimmen Sie von Hand jx dx und J.x dx. Tipp: D P =T +2° +...+n =
0 a i=1

2. [CAS] Der Graph der Funktion f: x - > —x%> ,0<x<r, ist ein Viertelkreis.

a) Berechnen Sie die Untersumme U, und die Obersumme O, fur n=100 und
n=10"000.
b) Leiten Sie daraus Schatzungen fir 7 her.

E. Aufgabe zum Erganzungsstoff

1. Bei den Verfahren 26.4.1 und 26.10.1 missen zur genaueren Abschétzung eines be-
stimmten Integrals durch Ober- und Untersummen weitere Unterteilungspunkte hin-
zugefiigt werden; jeder Unterteilungspunkt von [a, b] muss also in der ndchsten Unter-
teilung wieder vorkommen. Weshalb das so ist, zeigt diese Aufgabe.

a) Berechnen Sie fiir die nebenan abgebildete
12

Funktion f das bestimmte Integral J.f(x)dx- 10

0
b) Berechnen Sie fiir die abgebildete Funktion f

die Obersummen O3, O3 und Oy bei gleich
breiten Teilintervallen. s
c) Berechnen Sie fir die abgebildete Funktion f

die Untersummen U, U3 und Uy bei gleich
breiten Teilintervallen.
d) Erlautern Sie die Ergebnisse. N EEN

F. Aufgaben fiir Freaks

1. [CAS] Programmieren Sie auf lhrem CAS einen Befehl integral(f, x, a, b), der fiir eine
b

nicht zu komplizierte Funktion f das bestimmte Integral Jf(x)dx exakt berechnet. Sie

a

konnen damit die Aufgaben C.12. und C.13. l6sen.

2. Unten ist die Fahrtenschreiber-Karte eines Taxis abgebildet. Die gezackte Linie gibt
die Geschwindigkeit des Taxis zum jeweiligen Zeitpunkt an. Erfasst wird die Aktivitat
wahrend eines Tages von 0:00 Uhr bis 24:00 Uhr; Mitternacht ist am linken Karten-
rand mit einem kleinen Dreieck markiert. Was kann man aus dieser Karte alles able-
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26. Der Weg zum bestimmten Integral

sen? Um das Ablesen zu erleichtern, ist ein Kartenausschnitt vergrossert und gedreht
dargestellt.

Diese Karte gehort zu einem mechanischen Fahrtenschreiber; heute sind digitale Fahrtenschreiber weit
verbreitet.
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