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Vorwort

Ein graphikfahiger Taschenrechner mit einem Computer-Algebra-System (CAS) ist eine Herausforderung und
Chance, um Mathematik und Mathematikunterricht am Gymnasium von Grund auf neu zu Uberdenken. Bald
werden alle Schilerlnnen permanent tber ein CAS verfiigen. Dadurch kann manches realisiert werden, das bisher
kaum oder nur mit erheblichem Aufwand moglich war.

Wir stellten uns deshalb die Aufgabe, einen Analysisunterricht mit konsequentem Einsatz des TI-92 zu
entwerfen. Wir wollten anhand eines konkreten Themas einerseits aufzeigen, wie die Mdglichkeiten des TI-92
genutzt werden konnen. Andererseits wollten wir andeuten, welches Wissen und welche algebraischen
Fertigkeiten fur die Schilerlnnen auch in Zukunft unverzichtbar sein werden, und was friher oder spéater einmal
kaum noch einen grossen Stellenwert haben durfte. Eine abschliessende Antwort auf die Frage ,Wie viele
Termumformungen braucht der Mensch im Zeitalter von CAS ?“ ist zum jetzigen Zeitpunkt aber sicher noch

nicht maoglich.

Wir wollten und konnten kein neues didaktisches Konzept des Analysisunterrichts entwickeln. Diese &usserst
anspruchsvolle Aufgabe bedarf begnadeter Mathematiklehrerinnen und der sorgfaltigen Evaluation von mehr-
jahrigen und breit abgestutzen Erfahrungen mit dem neuen Werkzeug.

Die Bedeutung des CAS fir die Mathematik kann man aber nur abschéatzen, wenn man ein grosseres Teilgebiet
betrachtet. Wir haben uns daher fiir einen denkbaren Aufbau der Analysis entschieden, um die Méglichkeiten des
TI-92 und die Auswirkungen der steten Verfiigbarkeit des CAS im Unterricht deutlich zu machen. Andernfalls
ware nur eine Aneinanderreihung von Einzelproblemen entstanden, die keinen Uberblick erlaubt hatte. Aus dem
gleichen Grund verzichteten wir bewusst auf die Entwicklung ausgefeilter Unterrichtssequenzen fur besonders
heikle didaktische Probleme. Sie hatte unsere Zielsetzung nur unnétig stark belastet.

Wir hoffen, dass unsere Arbeit viele Kolleginnen und Kollegen dazu anregt, Uber den Einsatz von CAS - und
damit auch dber ihren Unterricht - nachzudenken.

TI1-92 - Notationen

Wir haben folgende Notationen bei Berechnungen mit dem TI-92 verwendet:
~ oderauch —>  bedeutet, dass die Tdst® *) zu driicken ist

O Nach einem Doppelpfeil folgt stets ein Resultat des TI-92.

Aufgaben

Wir haben keine Sammlung mit neuen oder gar revolutiondren Aufgaben herausgeben wollen. Trotzdem haben
wir ab und zu einige Vorschlage eingetreut, um zu zeigen, welche Aufgabentypen (nach wie vor) verwendet wer-
den kdénnten, weil sie durch den Einsatz des CAS nicht vdllig trivialisiert werden, sondern durchaus noch einige

mathematische Kenntnisse voraussetzen.

Voraussetzungen

Die folgenden mathematischen Grundlagen werden vorausgesetzt:
. Folgen und Reihen

. Rekursive Folge

. Heuristischer Grenzwertbegriff

Dank

Unsere Arbeit entstand wéhrend eines Gastaufenthaltes an der ETH Zirich im Rahmen des Programms ,ETH fir

die Schule*. Wir danken Herrn Prof. Dr. Urs Kirchgraber fir die Einladung und fur die engagierte Begleitung.

Seine Ratschlage waren fir uns oft wertvoll. Zu Dank verpflichtet sind wir auch Herrn Dr. Werner Hartmann, der

uns bei der Planung des Projekts behilflich war und Herrn Otto M. Keiser fir die Durchsicht unseres Skriptes.

Danken mochten wir zudem

- Herrn Heiko Knechtel aus Buckedorf ( D ), der uns einen umfassenden Einblick in die Schulversuche des
Landes Niedersachsen gewdahrte und uns wahrend des Besuches sehr angenehm betreute;

- Herrn Dr. René Hugelshofer, der uns zu einem Schulbesuch empfing;

- Herrn Pierre Bula von Texas Instruments, der uns wahrend mehrerer Wochen einen Klassensatz von TI-92
leihweise zur Verflgung stellte;

- Frau Lenda Hill vom TI Calculator Team fiir die Stellungsnahmen zu den meisten der eingereichten Probleme

sowie allen Kollegen, die uns in irgendeiner Art und Weise unterstitzt haben.



1. Modell-Realitat
1.1 Wozu ?

Ich behaupte sogar, dass in jeder besonderen Naturlehre nur soviel eigentliche Wissenschaft
angetroffen werden kénne, als darin Mathematik anzutreffen ist.

Immanuel Kant
"Metaphysische Anfangsgrinde der Naturwissenschaft"

Wie kann die Behauptung eines der gréssten Philosophen aus heutiger Sicht verstanden werden?

Bei der Beobachtung von vielen Vorgangen in der Natur, der Medizin, der Wirtschaft, der Technik und der
Gesellschaft konnen Gesetzmassigkeiten erkannt werden. Die Grdssen, die den Zustand eines Vorgangs beschrei-
ben, verandern sich mit der Zeit. Einen solchen Vorgang nennt manioeess.

Dazu einige Beispiele:
- Bewegungen im Schwerefeld der Erde - Wachstum von Bakterienkulturen
- Abbau von Medikamenten im Korper - Verbreitung von Informationen usw.

Durch Vereinfachungen und sinnvolle Annahmen Uber die Verdnderung der Zustandsgrosse eines Prozesses in
einem sehr kleinen Zeitintervall erhélt man mit Hilfe der Differentialrechnung oft brauchbare bis sehr gute
Modelle fir den realen Vorgang. Mit solchen Modellen kann ein Menschheitstraum verwirklicht werden:
man kann die Zukunft prognostizieren!

Mit der Untersuchung von einfachen Modellen, die fiir Schilerprojekte besonders gut variiert oder ausgebaut
werden kénnen, wollen wir eine Motivation flr den Einstieg in die Differentialrechnung geben.




o

Meerwasser-Aquarium

In ein Meerwasseraquarium ( erwinschter Salzgehalt ca. 3.5% ) wurde versehentlich Wasser mit
einem Salzgehalt von q% eingeflillt. Das Missgeschick kann auf verschiedene Arten, die zudem
von der Ausgangssituation abhéngen, korrigiert werden.

1. Nachsalzen

Es wurde versehentlich Stusswasser ( =0 ) eingefillt. Der Fehler wird korrigiert, indem man nup
wahrend einer gewissen Zeit Meerwasser einleitet und gleichzeitig die gleiche Menge Aquarium-
wasser durch den Uberlauf ableitet. Wie wéchst die Salzmenge im Aquarium ?

2. Entleeren

Nachdem man den Fehler bemerkt hat, wird das Aquarium durch einen Abfluss im Boden des
Aquariums entleert, um danach das Aquarium mit Meerwasser wieder aufzufillen. Wie lange
dauert es, bis das Aquarium zur Halfte bzw. vdllig entleert ist ?

Alternativen: Variation der geometrischen Form des Gefésses.
a) Trichter b) Liegendes Dreiecksprisma c) Liegende Dreieckspyramide usw.

3. Salzen - Entleeren

Man bemerkt den Fehler, nachdem das Aquarium zu einem Drittel gefillt ist. Um nun das Misp-
geschick zu korrigieren, 6ffnet man den Ablauf und leitet gleichzeifi¢atzwasser pro Sekunde
mit einem Salzgehalt von p% in das Aquarium. Wie veréndert sich das Wasservolumen und fdie
Salzmenge im Aquarium ?

Speziallfalle

- z=0 d. h.. kein Zufluss  Entleeren

- z=Abfluss und q=0 einfaches Nachsalzen: Wachstumsprozess
- z=Abfluss und p=0 einfaches Entsalzen:  Zerfallsprozess

- Durch den Ablauf werden konstant & Aquariumwasser pro Sekunde abgepumpt
(abgelassen).

a) a<zund p<q Entsalzen und Fillen des Aquariums
b) a<zund p>q Nachsalzen und Fillen des Aquariums
C) Inhaltliche Variation Forellenteich in 4.1.2
d) a=z und g=0 einfachddachsalzen: Wachstumsprozess
e) a=z und p=0 einfaches Entsalzen: Zerfallsprozess




1.2 Modelle

1.2.1 Nachsalzen

MODELLIERUNG :
Das Aquarium enthalt ¢ 2700¢ Stusswasser. Pro Minute fliessen z = 18 kg der Salzlosung mit einem Salz-
gehalt von p% = 3.5 % in das Aquarium. Durch den Uberlauf fliesst die gleich Menge Aquariumwasser ab.

Modellannahmen:

« Die Einleitung des Wassers garantiert, dass die Salzkonzentration im Aquarium stets homogen ist, d. h. in
jeder Volumeneinheit ist jeweils gleich viel Salz enthalten.

¢ In einem kleinen Zeitintervall wird zuerst das Wasser aus dem Aquarium abgeschopft und danach wird
das Aquarium wieder mit der gleichen Menge Meerwasser aufgefullt.

e 1kg Wasser bzw. Salzlosung ist gleich Wasser bzw. Salzlésung.

Mit S (t) bezeichnen wir die Salzmenge in kg, die im Aquarium zum Zeitpunkt t ( min ) vorhanden ist. S ist
also die Funktion, die in jedem Zeitpunkt t angibt, wieviel Salz im Aquariumwasser vorhanden ist.

Auftrag: Untersuche die Salzmenge im Aquarium.
Aus der Modellbeschreibung kdnnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion S abgeleitet werden.

Eigenschaften von S :

« S(0)=0 e S(t)=20
e S ist einestreng monoton wachsenBanktion « S(t)yopd- %) "V, =945
e Definitionsbereich D : 20 ¢ Wertebereich [W: &S (t) <94.5

¢ Vermutung: S wird immer langsamer zunehmen
Aufgrund dieser Eigenschaften kann der Graph der Funktion S skizziert werden.

Manuelle Naherungen :
Die Zeit unterteilen wir in kleine, gleichlange Intervalle.

Zeitintervall: 2 Minuten
In je 2 Minuten werden 182 dni = 36 dni Aquariumwasser abgeschépft und durch die gleiche Menge
Meerwasser ersetzt.

1. Zeitintervall [0, 2]

o

Salzverlust : 0 Salzzuwachs: 100 1.26
Salzmenge nach 2 Minuten: S (2)= 0+1.26=1.26
2. Zeitintervall [2,4]
: S(2) ., _ . R
Salzverlust : 2= 0.0168 Salzzuwachs: Z]R 2 = 1.26
0
Salzmenge nach 4 Minuten: S (4)= 1.26-0.0168 + 1.26 = 2.5032
3. Zeitintervall [4,6]
: S(4) ., _ . P,
Salzverlust : z 2= 0.033376 Salzzuwachs: z— 2 = 126
Vo 100

Salzmenge nach 6 Minuten: S (6)= 2.5032-0.033376 + 1.26 = 3.72982
usw.
Der Rechenaufwand fir eine brauchbare manuelle Approximation mit einer kleinen Zeitintervatlstgen

allgemeinen riesig gross. Der Computer kann uns diese Arbeit abnehmen. Dazu verallgemeinern wir zuerst
unsere Naherungsmethode.

'Bemerkung: Die Wahl eines Zeitintervalls mit der Lange 1 kann den math. Zusammenhang verdecken.
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Allgemeine Approximation:
Wir betrachten den Zuwachs der Salzmenge in einem sehr kleinen ZeitintervalAtf , t +

Salzmenge zum Zeitpunkt O: S(0)=0
. S
Sal lust Int I[t, t At]: = At =S (t —At
alzverlust im Intervall [ ] Vo (t) 150
Salzzuwachs im Interrvall [t, t At]: z 1—80 “At =0.63 At
Salzmenge zum Zeitpunkt tAt: S(t+At)=S(t)- S (t)l—éOAt + 0.63 At (1)

Approximation mit dem Computer

Wir wollen nun herausfinden, wann der Salzgehalt im Aquarium auf 2% gestiegen ist. Dazu unterteilen wir das
Zeitintervall von 0 bis z. B. T = 600 min in nmax = 1000 gleichlange Intervalle.

Von S () =S (0) = 0 ausgehend, approximieren wir schrittweise den Funktionswert von S jeweils an der
nachstfolgenden Stelle. Lésung ist der Wert von t, bei dem S (t ) mdglichst nahe be2 7002 54 liegt.

Aus der Gleichung (1) fur t#{ und t-#t=t, folgt:

At
T T T T T M T M > S(B):S(F-l)'(l'l_]éo'At)"’-GgAt
0ttts thmas= T
nmax = 1000 O At=T/nmax=.6 und
t,=n"'At=T'n/nmax =.6n mit n=0,1,...,1000
Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE
EX 1)
ul(n)=.6*n (Zeit: t)
uil=0 (Zeit: §)
u2(n) = u2(n-1)*(1-.6/150 )+ .63* .6 ( Salzmenge: $)t
ui2=0 ( Salzmenge: S{})
[F 7] Axes: Time -> 3: CUSTOM

X AXis: ul Zeit: I T szT Tz T Fo T FS'T FEw TF? T ‘|
Y Axis: u2 ( h ) i - E Zoon|Trace |RelEr-aph|MathDeaw |-

( Salzmenge: S(})

@ [WINDOW] /_
nmin = nmax=1000 ( Bereich der Nummern) y

xm|n—0 xmax=600 ( Bereich der Zeit t)
ymin=0 ymax=100 ( Bereich der Funktion S)

xscl =50 yscl =10 ( Unterteilung der Achsen ) Hoe212.
fc: 157, 2 yciS4. 0972
MAIW EARD AUTO ZEQ

@ [GRAPH] [F 3] Trace:>>>

Resultat: Nach nc=212 Zeiteinheiten, d. h. nach xc=127.2 Minuten, ist der Salzgehalt im Aquarium auf ca. 2%
angestiegen.

Alternative:

@ [TbiSet] tbIStart: 210 Atbl: 1 ||211: 26.6 55,925
( Startnummer)  ( Schrittweite ) S . .
[EX] (TABLE] 214, [176.4 [3a.42
515, [iss. [54.58
516, [1o9.6 [54.74
517. |is0.2 [54.099
n=212.
Al FAD AUTO ZER

Aufgaben
Genauigkeit: Untersuche die Na&herungslosung fir nrh&R8, 2000, 3000. Welche Schliisse kann man aus
den Ergebnissen ziehen ?



Differentialgleichung

Solange ein Modell nur durch eine Differenzengleichung dargestellt wird, hangt die Beschreibung der Ldsung
von einer willkiirlichen Unterteilung des Zeitintervalls [0 , t] ab.

Diese Willkiir in der Modellgleichung (1) vermeidet man mit einer Differentialgleichung ( womit man sich den
unfruchtbaren Streit um "Kleinheit" vom Halse schéjft

MITTLERE ANDERUNGSRATE
Mit der Gleichung (1) erhalten wir:

Die mittlere Anderungsrate der Salzmenge im Zeitintervall [ t ,A# ist :

St+A) -9 _ 1
S = - S(t)ggg *+ 063

Damit ergibt sich :

Die momentane Anderungsrateder Salzmenge zur Zeit t ist :
(2)

. g(t+AD-9) -, _ 1
AIItTOT_S (t) =- S(t)ﬁ)+ 0.63

Was haben wir mit dieser Differentialgleichung erreicht ?

Die Salzmenge in der Loésung zum Zeitpunkt t kénnen wir mit einer Gleichung beschreiben, die nicht von einem
willkdrlich kleinen At abhangt. Das Modell wird durch eine eindeutig bestimmte Gleichung beschrieben, deren
Ldsungen Funktionen S sind.

Bei der Beschreibung eines Prozesses in einem kleinen Intervall werden oft Vereinfachungen getroffen oder
gewisse Einflisse vernachlassigt. Uberschreiten diese Annahmen ein ertragliches Mass, so wird die Differential-
gleichung kein hinreichend genaues Modell des Prozesses im Kleinen mehr sein, und die Losungen der Dif-
ferentialgleichung beschreiben auch nicht mehr den realen Prozess. Daher sind die Losungen stets mit der
Wirklichkeit zu vergleichen. Sind die Abweichungen der Losungen von der Wirklichkeit zu gravierend, so muss
das Modell verfeinert oder ganz verworfen werden.

Eine der Hauptaufgaben der Analysis ist es, Aussagen Uber die Lésungen von Differentialgleichungen zu
machen.

Die Analysis beschéftigt sich vor allem mit

- der Begrindung exaktetisungsmethoden

- derExistenzvon Lésungen,

- derEindeutigkeit und derEigenschaftender Losungen,

- der Entwicklung voNaherungsverfahrenfir die Losungen.

Wir werden spéater noch auf einige dieser Aufgaben zuriickkommen.

Modellkritik:
- Die homogene Salzverteilung dirfte nicht leicht realisierbar sein.
- Hingegen sind Annahmen fur inhomogene Salzverteilungen schwierig zu formulieren.

2 Gewshnliche Differentialgleichungen , H.Heuser



Exakte Losung:
Unser Nachsalzungsmodell ist ein besonderer Glucksfall. Wir kénnen die mathematisch exakte Losung S (t) des
Problems direkt aus der Differenzengleichung bestimmen.

Wir wahlen fur das Zeitintervall [ 0, t] die folgende Unterteilung in n Teilintervalle:

At e =0 i-01,23..,n unda t =
n n

\ | I I I N I N N NS A I N B |
0 t; to t3 th=t

v

Mit Hilfe der Gleichung ( 1) erhalten wir :
S(t+tAt)= S(t)=S(t;) (1-Av150)+ .63At und S(0)=0.
Zur Vereinfachung ersetzten wir: z = At/ 150 und A =0.63\t alsoist S()=S(t1) z+A.

S(btAt )=S(1)=A
S(t+At) =S (3)=S(4) z+A=Az+A=A(z+1)

o —(1-At/ n
S(ty) =S(t)=A(Ll +z +3+7+..+7") =A 122 = gpeap 1UAUI0
1-2z A t/150

S(t,) =S(t)=945(1- (1At/150%)= 945 (1- (1%50)”)

CAS - HERLEITUNG:

Define s(i)=when(i=0,0,s(i-1)*z+a 0O Done
seq6(i),i,0,5 1 a {0 a az+a a(Z+z+l) a(@+Z+z+1) a@+Z2+Z+z+1)}

n —_
factor( @*Z( z",i,0,n-)) [ al(z ) 1)
z-

i} 0
ans(1)|z=1- (t/150)/n)and a=.63t/n [E@ [ENTER] 0O -945 %‘DOGGGT 15@’%-%

Bemerkungen: - Ohne die Vereinfachungen rechnet sich das CAS ins Abseits.
- Die Gross- /Kleinschreibung wird bei Befehlen und Variablennamen nicht unterschieden.
- Eingabe vorE: [2nd] = oder [EE [G] B [S]
- Die Teilsumme der geometrische Reihe wird fur konkrete n nicht erkannt.
- Der max. Wert fur i in seq( ), der kein Memory - Error liefert ist 26 !!
- Das exakte Schlussresultat wiirde ziemlich untbersichtlich dargestellt. Daher wird
mit [ENTER] ein Naherungswert berechnet.

Mit dem TI-92 untersuchen wir die gefundene Formel naghl27 min fir verschiedene n.

Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE

By v A A
ul(n):945*(1-(1-(127/150)/n)"n) - = |Eoom[Trace [ReGraph Math [Draw) - -
uil=0

@ [WINDOW] nmin=0 nmax= 30

xmin=0 xmax=30 xscl =10
ymin=50 ymax=70 yscl=10

@ [GRAPH]

[EF] (tbise  thistart: 0 Atbl: 500

KX (rrBLE]

K3 Cell Width 12 ( Zellbreite )

[MODE] Display Digits......FLOAT 12 ( Stellenzahl erhohen ) [q=p.
Vorsicht: Die Berechnung ist sehr viel langsamer ! = HL A ==

Mit [MODE] [F2] Exact/ Approx.... AUTO -> APPROXIMATE werden die Berechnungen schneller.



Schnellere Alternativen:

[ [HOME]
Define u ( n) =when (n=0,0, 94.5*(1- (1- (127/150) / n)"n)) seq(u(n), n, 0, 4000, 50D

[HOME] 94.5%(1- (1- (127/150) / n)*n) | n = {500, 1000, 1500, 2000, 3000, 4000}

[MODE] Graph........ SEQUENCE-> 1: FUNCTION
Bl [HOME] 94.5%1 - (1- (127/150) /n)*n) |Al ->a(n) graph a(n),n oder

B [ThbiSet] tbiStart: 1000 Atbl : 1000

B3 [TABLE]

Resultat: S (127 ) scheint sich "einzupendeln" ; die Formel scheint "stabil" zu sein.

Wir haben also einen bequemen Weg zur Berechnung einer Naherungslésung gefunden.

Mit dem Limit -Befehf des CAS kann man den Grenzwert bestimmen:

limit ( (1-(/150)/n)"n, o) O undef Fehler des TI-92 !
_t

limit ((1- (t /v) / n) A n, ngo) 0 eV

Fir den Grenzwert gilt also:

-t
lim 945(1-(1 - YN = o94as5q1-e 150 )= g (3)

N o

(t/150)
n

Damit kénnen wir die Zeit fur die Erreichung von 2 % Salzgehalt im Aquarium direkt berechnen.
zeros (189/2*( 1 -eM(-t/ 150)) - 54, 9 O {150In(7/3)}

Eine Naherung bekommt man mit :
B [ENTER] O {127.095}

Bemerkungen: solve@4.5%( 1 -e™(-t/ 150)) =54,9 0O false, d. h. keine Ldsung !
Warning:Memory full, simplification might be incomplete

solve(94.5*(1 -eM(-t / 150)) -54=0, ) O t=127.095 kein Problem !
solve(189/2*( 1 -eM-t/v))=54,t) O t=v'In(7/3) kein Problem !

Aufgaben:
Untersuche mit dem CAS die Funktion ( 3).
a) Bestimme die mittlere Anderungsrate firr das Intervall [At]t+
b) Bestimme den GrenzwertA{ — 0) fur die mittlere Anderungsrate zum Zeitpunkt t.
c) Setze den Grenzwert und die Funktion ( 3) in die Differentialgleichung ( 2 ) ein, und Uberprufe so, dass
die Funktion ( 3) die Gleichung ( 2 ) erfillt.

Nun wollen wir das Entleerungsmodell untersuchen.

® Wann bestimmt der TI-92 den Grenzwert richtig ?

t t

limit ((1- (t /v)/ n)™n, ne) | v = {95, 96, 97,98,99,100} O {e % 0 e ¥ undef undef o}
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1.2.2 Entleeren

MODELLIERUNG:

Das Aquarium ist | =180 cm lang, b=100 cm breit und h=150 cm hoch. In der Grundflache befindet sich ein
Abfluss mit einem Querschnitt Q = 36 TrAur Zeitt = 0 ist das Aquarium bis zum Rand gefiillt. Die H6he des
Wasserspiegels zur Zeit t ( Sek.)ist y(t) incm.

Auftrag: Untersuche die Ausfliesszeit.

Aus der Modellbeschreibung kénnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion y abgeleitet werden.

Eigenschaften von y:
e y(0)=150 und y(t20

« y ist eine monoton fallend&unktion I\Y
e Otymit y(p)=0und y(t)>00t<ty; [W:0<y(t)<150
« ID=IR mity(t)=00t=>t, y(t)

¢ Vermutung: Der Wasserspiegel fallt immer langsamer
Aufgrund dieser Eigenschaften kann der Graph der Funktion S
skizziert werden.

Gesetz von Torricelli
Unter der Annahme, dass g = 1000-a&hist, gilt fir die Abflussge-

schwindigkeit: v (t)=2854/ y(t) cm/s. Av v () Ot

Wir betrachten die Volumenanderung in einem sehr kleinen Zeitintervall [t + l

Volumenabnahme im Behalterbl[y (t) -y (t#At)]=18000 [y (t) -y (tAt)]
Abgeflossenes Volumen: AV =Q v (t)At = 3620 V5 y(t) At

CAS:  18000* (y(t)-y (tAt))=36*20*/5*[y(t) *At

ans (1) *(-1) / At / 18000 0 V(HAZ‘V(U 3 -\/SZi/(t)

Die mittlere Anderungsrate (mittlere Sinkgeschwindigkeit ) des Wasserspiegels im Intervall [ Af]t st:

y(t+a)-y(t) _ 45
=-S5 v (4)

At
Aufgaben:
- Bestimme manuell fur eine Zeitintervallange von 0.5 s Naherungen fur y (0.5)undy (1).
- Versuche mit dem CAS wie beim 1. Modell eine exakte Lésung mit der Differenzengleichung ( 4 ) zu
bestimmen.

Die Gleichung fur dienomentane Anderungsrateder Wasserspiegelhohe ( Sinkgeschwindigkeit ) zur Zeit t ist
also:

y(t+At)-y(t) 5
y'(t) = lim At - = % v y(t) (5)

At-0

Beachte: Die exakte L6sung kann man nicht mehr wie beim 1.Modell aus der Differenzengleichung herleiten.

Approximation mit dem Computer

Wir wollen nun herausfinden, wie lange es dauert, bis das Aquarium leer ist. Dazu unterteilen wir das Zeit-
intervall von 0 bis z. B. T =500 s in nmax =100 gleichlange Intervalle.

Von y (%) =y (0) =150 ausgehend, approximieren wir denkionswert y (t), danny (4) etc. Lésung ist

der Wert von t, bei demy (t) mdglichst nahe bei 0O liegt.

Vv 50¢() A

— At
25

Die Naherung (4) formen wir zuerst umzu: yQAtd= y(t) -

Die Unterteilung fir nmax 200ist: At=500/100=5
I I T T T I I T N I I B | > tn :At'n:Sn, n:O,]_,___,lOO

0t tots tomaT V5 (thog)

Damit erhalten wir: y ()= y (t.1) - S
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Einstellung: [MODE] Graph.....FUNCTION->4: SEQUENCE
[F2] Exact/ Approx....AUTO -> 3:APPROXIMATE (Berechnungen werden wesentlich schneller.)

&3

ul (n)=5*n (Zeit: 1)
u2(n) = u2(n-1) «/ (5*u2(n-1) ) /5 (Hohe:y (1))
ui2 = 150 (Hohe:y (o))
F 7] Axes: Time -> 3: CUSTOM ‘—v T Fev
[ ] X AXiS: ul ( Zeit: t ) viﬂlzrnznm Trf;v:e Reﬁrriaph I"IFasth D:*an v? .-,C?
Y Axis: u2 (Hohe:y (1)) Y
@ [WINDOW] .""1
nmin =0 nmax=100 (Bereich : Nummern )
xmin=0 xmax=500 (Bereich der Zeit t)
ymin=0 ymax=150 (Bereich der Funktion y) noilé. .
xscl=50 yscl=10 (Achsenteilungen ) ﬁfﬁ =L FAD AUTD = ?;:& 220
B (GrAPH] | o ]
h ul uZ .
ER oiset) toistart: 47 Al 1 T P R
(Startnummer) (Schrittweite) 39, (245 N
S@. 750, | 57193
51 [755, | i
@ [TABLE] | 260, [.0l752
L 53. |65, [-.0417]
Resultat: Nach nc=16 Zeiteinheiten, d.h. nach xc=80 Sekund[s. =70, lundet |

ist das Aquarium halbleer.Nach nc=52 Zeiteinheiten, d. h. rln=5%2.

xc=260 Skunden, ist das Aquarium leer. oK BAL HUTE =

Verbesserung: N 2000 sehr langsam !! Anderung bei [ [Y=] u2(n) = u2(n-1)/-(5*u2(n-1)) *0.02

[EX] (wiNnDOW] nmax=1000 n ul(=t) u2(=y)
543 2715 0.0018
544 272 1 E-4

Die Losung mit denBequence Graphingist oft sehr langsam. Mit einem Programm bekommt man auch fur
kleine Intervalle die Naherungen schneller.

Programm fur die Approximation der Differentialgleichung: y'=f(x,y):
- Taste [ APPS] 7: Program Editor 3: New... Type: Function -> Program
Variable: euler

- Das Programneintippen

euler ( funk, xv, yv, x0, y0, xbis, dx, OutStep ) PARAMETER:
Prgm funk : Funktionsterm f(x,y)
XV, YV . Funktionsvariablen
Local xx, yy, m, aus ( x0, y0): Startpunkt
CIrlO xbis : Endstelle der Approximation
Disp " "&string(x0)&" "&string(y0) dx : Intervallbreite der Approximation

OutStep: Ausgabeschritt
y0 -> yy: 0 -> aus
For xx, x0, xbis-dx, dx

funk | xv =xx and yv=yy ->m Aufruf :
yy+m*dx ->yy K3 [HowmE]
aus+1 ->aus
If aus*dx= OutStep Then euler ( ¥ (5*y)/25,x,y,0, 150, 271.5, 0.5, 50)
Disp " "&string(xx+dx)&" "&string(yy _
0 -> aus e Prantofs e ooz, |
EndlIf
EndFor S@. 196,183
If aus >0 Then 150,  30.5048
Disp " "&string(xx)&" "&string(yy) 200, 10.8141
Endif 250, 1.08063
2F1.5  .001861
EndPrgm
ﬂN MTD FEQ Z0/30
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1. Herleitung der L6sungsfunktion:

Ansatz : Die Form des Graphen von y und die Eigenschaften von y legen den Ansatz
einer Potenzfunktion fur y nahe: y(t)=(a+Bt)

Definition : (a+b*tt)c ->y(tt) O Done
Mittlere Anderungsrate: (y(t+dt)-y(t))/dt ->qg(t,dt) O Done

Cc
Momentane Anderungsrate: Limit ( q (t, dt), dt, O O %

Bestimmung der Parameter:  Aus der Differentialgleichung y' (t)—:zi\éJ v y(t) folgt:

bE{blt+ 3° . E .
bd+a - 25 (a+bp® Ot
Manuelle Herleitung (bcP (bt+aflct) = 1—25 (a+bt) Ot
2(c-1) =c O c = 2
oy = 1 _ .5
(b2 = 125 0 b = = 55 (y monoton fallend] b < 0)
y(0)=a=&=150 O a =+50/6
Loésung: y(t)= (53/6 - %t)2

2. Herleitung der Losungsfunktion ( Separation der Variablen )

, E dy V5

y(t)= - — 4 y(t) - =—-— dt
25 / y(t) 25
_ 2
solve (f (y*(-1/2) ,y) =[(-V (5)/ 25, t ,c), ) 0 = (J_E’E“ZTZOWD and ~/5 0t- 250c< 0
(¥ (5)*-25*)"2/2500 -> y(t,c) 0 Done
solve (y (0, ¢) =150, ¢ O ¢=103/6 or c=-105/6
. (/51 -250/ 62

y(t,10*/6 ) 0 i

. o (W5 -250/62
Losungsfunktion:  y (t) 5500
Bestimmung der exakten Entleerungszeiten
1. Auf das halbe Volumen : solve (y (t, 103/6 ) =75, t) 0 t=50(/2-1)v15 (=80)
2. Vollige Entleerung: solve (y (t, 105/6 ) =0, 1) g t=50+ 30 (=274)

Modellkritik:
- Wasserwirbel ( vorallem am Schluss der Entleerung ) werden nicht berucksichtigt.

Die Schilerinnen missen eine minimale Fertigkeit in der TechniSegsence Graphingmit dem TI-92 er-
reichen, damit sie bei der Bearbeitung der Modelle nicht an der Bedienung des TI-92 scheitern.

Aufgabe:
Untersuche die Funktion y (t) mit y(&d)= y(t)(1+ (10-y(t)At/20) und y(0)=1
Bestimme eine Naherung fur y (7). Wannist y(t) =57

4 CAS erleichtert die Algebra fiir die Bestimmung der Parameter nicht.
13



1.2.3 Salzen - Entleeren

MODELLIERUNG

Im Meerwasseraquarium sind am Anfang, m900 kg Salzwasser mit einem Salzgehalt von q% = 6%.
Das Aquarium hat die Abmessungen 180 cm, b =100 cm und h =150 cm.

Der Querschnitt des Ablaufs im Boden des Aquariums ist Q = 36 cm

Pro Sekunde werden z =18 kg Salzwasser mit einem Salzgehalt von p% = 3% in das Aguarium eingeleitet.

Modellannahmen:

« Die Salzkonzentration im Aquarium ist homogen, dh. in jeder Volumeneinheit ist jeweils gleichviel Salz
enthalten.

¢ In einem kleinen Zeitintervall wird zuerst das Wasser aus dem Aquarium abgelassen und danach fliesst das
Salzwasser in das Aquarium.

« 1kg Salzwasser = 4 Salzwasser. Es st also: o ¥ 900/ = 900 000 crhund das Zuflussvolumen pro
Sekunde z =18 =18000 crm.

« g =1000cms?

Bezeichnungen:

S(t): Salzmenge (kg ), die zum Zeitpunkt t im Aguarium vorhanden ist.

V(t): Volumen des Salzwassers (gndas zum Zeitpunkt t im Aquarium vorhanden ist.
y(t): Wasserh6he (cm) im Aquarium zum Zeitpunktt (y (80 100 =V (t)).

Gesetz von Torricelli
Unter der Annahme, dass g = 1000 stist, gilt fur die Abflussgeschwindigkeit: v (t) = Pl Y y(t) cm/s

Auftrag: Untersuche die Entwicklung der Salzmenge im Aguarium, wenn gleichzeitig der Ablauf offen ist.
Aus der Modellbeschreibung kénnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion S abgeleitet werden.

Eigenschaften von S und V:

e« S(0)=\%q/100=54kg Salzmenge zum Zeitjt O
e Der Zufluss bringt konstant zp / 100 = 0.54 kg Salz pro 8ede in das Aquarium. Am Anfang gehen
0/ (0
durch den Abfluss ° 3 (9. S(0)=0.6830 kg Salz proksmde verloren. S ist daher zumindest am
107 v

Anfang einemonoton fallend&unktion.

« Der Abfluss in einer Sekunde ist am Anfang  @( 0 )/ 16 = 11. 38/. Daher nimmt das Salzwasser-
volumen V(t) zu, wahrend der Salzgehalt fallt. Der Salzverlust nimmt also mit der Zeit ab. Dadurch wird der
Salzzuwachs nach einer gewissen Zeit den Verlust tUbertreffen, und S wirdndermton wachsen.

« V(t)OpO - V*und S(t)000 -~ S* (falls z<s Max. Abfluss = 3620 V50 150/10°=19,7 )

Allgemeine Approximation:
Wir betrachten die Anderungsrate von V und S in einem sehr kleinen Zeitintervall Att],:t +

V(t)

Wasserabfluss im Intervall [t, At]: =Q v (t)At =36 2050 y (t) At =36 205 ﬁ At
= 124 v (t)At
Wasserzufluss im Intervall [t, tAt]:  z- 10° At = 18" 10° At
Wasservolumen zur Zeit #t: V(t+At)=V(t)-Q v (t)At+z 10 At
V(t+At)=V(t)-12, v (t)At+18 10° At (6)
S(t 120/ v (t
Salzverlust im Intervall [t, tAt]: =QLV(t)AtE (9 = ) S(t)At = l—28( t) At
V(1) V(t) V(t)
Salzzuwachs im Intervall [t, tAt]:  z- l_gO At = 0.54 At
Salzmenge zum ZeitpunktAt: S(t+At) = S (t) . S(t)At + 0.54 At (7)
v V()

14



Approximation mit dem Computer:
Wir wollen die Entwicklung des Salzwasservolumens und der Salzmenge im Aquarium in der2@@$ten
Sekunden betrachten. Dazu unterteilen wir das Zeitintervall von 0 bi200& s in nmax = 200 gleichlange
Intervalle. Von V (¢) =V (0)=900000und S{)t=S (0) =54 ausgehend, approximieren wir schrittweise
die Funktionswerte von V und S jeweils an der nachstfolgenden Stelle.

Aus den Gleichungen (6) und (7) fir t,z tund t #At = t,folgt:

A V(tn)=V(tn_l)-12/v<tn_l)At+18-1cf'At
N TN N T N T S T T | > 12
S(t,_,)At + 0.54 At

Ot1t2t3 tnmax:T S(L) :S(tn_l)- V(tn_l)
nmax =200 0O At=T/nmax=10 und
t,=At 'n =10n mit n=0,1,..,200

Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE
[F2] Exact/ Approx.... AUTO -> APPROXIMATE

K3

ul (n)=10*n (Zeit: t)
uil=0 (Zeit: § )

O u2(n)=u2(n-1) - 120¢ (u2(n-1))+180000 ( Volumen V{t)
ui2 = 900000 ( Volumen V)
u3(n) = u3(n-1)*( 1-120v¥ (u2(n-1)) )+ 5.4 (Salz:S})
ui3 =54 (Salz: S ()

Bemerkung: Bei einer Folge kann man mit [F4] das Zeichersetzen oder l6schen. Fir die so ausgewahite
Folge wird der Graph gezeichnet.

[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM
X Axis: ul (Zeit: § )
Y Axis: u2 (Volumen: V () ) Wasservolumen:
@ [WINDOW] viﬂlzrznz;m Trace|Retr-aph|Hath|Or ] &
nmin =0 nmax=200 ( Bereich der Nummern )
xmin=0  xmax=2000 ( Bereich der Zeit t)

ymin=0  ymax=2700000 ( Bereich damkktion V)
xscl =500 yscl =500000 ( Unterteflg der Achsen)

@ [GRAPH] [F 3] Trace:>p

KX (v

HMAIN FAD AUTO SEQ

ul(n)=10*n (Zeit: )
uil=0 (Zeit: §)
u2(n)= u2(n-1) - 120¢ (u2(n-1))+180000 ( Volumen Vi)
ui2 = 900000 (Volumen V)
O u3(n) = u3(n-1)*( 1-120¥ (u2(n-1)) )+ 5.4 (Salz: S{})
ui3 =54 (Salz: S (Y))
[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM
X Axis: ul (Zeit: )
Y Axis: u3 (Salz: S (1)) Salzmenge:
@ [W|NDOW] viﬂ ZFDEJN Tr‘r.;c,e Rel?frllaph r“lras{h D:*E.;w v? |
nmin =0 nmax=100 ( Bereich der Nummern )
xmin=0 xmax=1000 ( Bereich der Zeit t)
ymin=45 ymax=70 ( Bereich der Funktion S)
xscl =100 yscl =5 ( Unterteihg der Achsen )
[ER] [GRAPH] [F3] Trace:ow el
®CiBd, yc: 50,0285
|HAIN FAD_AOTO TEG

Feststellungen:
- Nach nc=120 Zeiteinheiten, d. h. nach xc=1200 s = 20 min, hat man schon fast das max. Volumen erreicht.
- Nach nc=6 Zeiteinheiten, d. h. nach xc=60 s =1 min, erreicht die Salzmenge im Aquarium ein Minimum.
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Differentialgleichungen:

Aus den Gleichungen (6) und (7 ) bekommt man:

Die mittlere Anderungsrate des Volumens im Intervall [t , &t]: V(tAtTiV(t) = -12 v +18 10°

S(t+A) -89 . 12 S(t) + 0.54

At [ V(t)

Die mittlere Anderungsrate der Salzmenge im Intervall [t ,A4]:

Die momentanen Anderungsratenzur Zeit t sind dann:

V(t +At) - V(t)

V'(t):AIitmO m = -12 v +18 10 mit V (0 ) = 900000 ch
S (t)=lim Xt*A0-S9 = - 12 gy +054 mit S(0)=54kg

At-0 At | V(t)

Die Losungen des Entsalzungsmodells werden wir im 4. Kapitel noch ausfuhrlicher untersuchen.

Aufgaben:

a) Gegen welchen Grenzwert strebt das Volumen V (t) bzw. die Salzmenge S (t)?
Bedingung: z=Qv
solve(18000 = 36 * 20 %/ (5*y), y) O y=125
Daraus folgt: V*=2250 und S* =22503/100=67.5 kg

b) Wie gross muss der Zufluss z - gemesséen im- sein, damit das Volumen V ( t) gegen das Volumen des
Aquariums strebt?

Damit VV* = 27007 (y = 150 ) ist muss fiir den Zufluss gelten:18® =36 20/ 51150

180/ 30
solve(z * 10°=36 *20 *V (5*150),2) O  z= —— 0 z=10718. (/s

c) Fur welche Zuflussrate z nimmt das Volumen ab ?
1803/ 10
5

solve(z*10°<36*20*V (5*50),z) O  z< O z<11.384.. //s

Modellkritik:
Die Vereinfachung, das¥ 1Salzwasser 1 kg Salzwasser entspricht, ist nicht wesentlich.

Wird anstelle des Abflusses eine konstante Mengé las Aquariumwasser abgepumpt, so erhélt man ein
wesentlich einfacheres Modell. Dieses Modell wollen wir zum Abschluss noch untersuchen.
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1.2.4 Entsalzen durch Abpumpen

MODELLIERUNG

Im Aquarium sind am Anfang ¢n= 900 kg Salzwasser mit einem Salzgehalt von q% = 8%. Solange das
Aquarium, das 2700 kg fasst, nicht voll ist, werden preuSde a = 6 kg Aquariumwasser abgepumpt und
gleichzeitig pro Sekunde z = 8 kg Salzwasser mit einem Salzgehalt von p% = 3 % in das Aquarium eingeleitet.

Modellannahmen:

¢ Die Salzkonzentration im Aquarium ist homogen, d. h. in jeder Volumeneinheit ist jeweils gleichviel Salz
enthalten.

¢ In einem kleinen Zeitintervall wird zuerst das Wasser aus dem Aquarium abgepumpt, und danach fliesst das
Salzwasser in das Aquarium.

Bezeichnungen:
S(t): Salzmenge ( kg), die zum Zeitpunkt t im Aquarium vorhanden ist.
m(t): Salzlésung ( kg ), die zum Zeitpunkt t im Aquarium vorhanden vorhanden ist.

Auftrag: Untersuchealie Entwicklung der Salzmenge im Aquarium.
Aus der Modellbeschreibung kdnnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion S abgeleitet werden.

Eigenschaften von S :

. S(0)=m q/100=72 Salzmenge zum Zeityikt O

. Der Zufluss bringt konstant "zp / 100 = 0.24 kg Salz pro l@ende in das Aquarium. Am Anfang gehen
durch den Abfluss a/gmS(0) =0.48 kg Salz pro Sekunde verloren. S ist daher zumindest am Anfang
einemonoton fallend&unktion.

. Die Salzwassermenge m( t ) im Aquarium steigt, wahrend der Salzgehalt stetig féllt. Der Salzverlust
nimmt also mit der Zeit ab. Dadurch wird der Salzzuwachs nach einer gewissen Zeit den Verlust tber-
treffen und S wird danmonoton wachsen.

Manuelle Approximationen:
Die Zeit unterteilen wir in kleine, gleichlange Intervalle.

Zeitintervalléange : 2 Sekunden

1. Zeitintervall [0, 2]
S(0
Salzverlust : aL -2 = 0.96 Salzzuwachs: 'zl' 2 = 048
mg 100

Salzmenge nach 2 Sekunden: S & )2 -0.96 + 0.48 =71.52 kg

2. Zeitintervall [2, 4]
Das Salzwassermenge im Aquarium hat sich verandert .
Sie ist nun nach 2 Sekunden: m (2) g2 z-2a= 900 + 4 =904 kg

S(2) 7152 p
2= 6 —- 2 = 0.9494 | hs: 'z—="2 = 04
() 6 904 0.949 Salzzuwachs 100 0.48

Salzmenge nach 4 Sekunden: S & 71.52 -0.9494 + 0.48 = 71.05 kg

Salzverlust: a

usw.

Allgemeine Approximation:
Wir betrachten die Anderungsrate von S in einem sehr kleinen Zeitintervall At]t+

Wassermenge im Aquarium zur Zeitt: m(t)=#{z-a)t = 900+ 2t
S(t
Salzverlust im Intervall [t, tAt]: ) At =a——2 S(t)At = 6 S(t)At
m(t) my+(z—a)t 900+ 2t
Salzzuwachs im Intervall [t, tAt]: z 1—80 At =0.24 At
Salzmenge zum ZeitpunktAt S(t+At) = S(t)- 900(1 o S(t)At + 0.24 At (8)
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Approximation mit dem Computer

Wir wollen die Entwicklung der Salzmenge im Aquarium in den er86h S&unden ( Fullzeit ) betrachten.

Dazu unterteilen wir das Zeitintervall von 0 bis T =900 s in nmax = 1800 gleichlange kleine Intervalle.

Von S (§)=S(0)=72 ausgehend, approximieren wir schrittweise den Funktionswert von S jeweils an der
nachstfolgenden Stelle.

Aus der Gleichung (8 ) fur t#{ und t-#At=t, folgt:

At
- 6
L > S(t“)~s(t"1)'goo+2S(t"'l)At +0.24At
0t tpts thma= T nmax =18000 At=T/nmax=0.5 und
t,=At 'n=.5n mit n=0,1,..1800
Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE

[F2] Exact / Approx.... AUTO -> APPROXIMATE

KX (v

ul(n)=0.5"n (Zeit: it)
uil=0 (Zeit: §)
u2(n) = u2(n-1)*(1-3 /(900+2*ul(n-1)))+0.12( Salz: S |}
ui2 =72 (Salz: S (f))
[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM

X Axis: ul (Zeit: )

Y Axis: uz2 ( Salz: S ("t) ) viﬂ Zrnzgm Trf;v:e Reﬁrriaph MFasfh D:*E.;w v?
@ [WINDOW]
nmin =0 nmax=1800 ( Bereich der Nummern )
xmin=0 xmax=900 ( Bereich der Zeit t) /
ymin=40 ymax=100 ( Bereich der Funktion S)
xscl =100 yscl =10 ( Unterteihg der Achsen )

P POE, 172, BEZEST

B3] (GRAPH] [F3] Tracewro o TN

Feststellungen:
- Nach ca. 223 s wird die kleinste Salzmenge 53.80 kg erreicht.
- Nach ca. 706 s =11 min 46 s ist wieder gleich viel Salz im Aquarium wie am Anfang.

Differentialgleichung
Aus der Gleichung ( 8 ) bekommt man:

Die mittlere And te der Sal im Intervall [t ag: SC AV TSMY 6 5 1y4 004

ie mittlere Anderungsrate der Salzmenge im Intervall [t ,A#: At = 500+ 2 (t)+0.
Di tane And tezur Zeittist: S'(t) = lim o A0TS(Y _ 6 gy, 0 24
ie momentane Anderungsratezur Zeit t ist: (t) = lim o = " 900+ 2 (t) .

Bemerkung

Die allgemeinen Entsalzungsmodelle sollte man erst in Angriff nehmen, nachdem die Schilerinnen mit der
selbststandigen Bearbeitung von einfachen Projekten Erfahrungen gesammelt und einige Fertigkeiten im Umgang
mit dem Sequence-Graphing des TI-92 erreicht haben.

Ausblick

Den Grenziibergang von der mittleren Anderungsrate zu der momentanen (lokalen) Anderungsrate, den wir eben
nur andeuten konnten, muss nun bei konkreten Funktionen und Funktionsklassen genauer und systematisch
studiert werden.
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1.3 Projekte mit Losungsskizzen

1. EINFACHE ENTSALZUNG

Eine Salzlésung in einem vollen Behélter soll durch die stetige Zufuhr von Siisswasser und den Abfluss von
Salzlésung verdinnt werden. Wie veréndert sich die Salzmenge im BehBlssh Avelcher Zeit ist der
Salzgehalt auf die Hélfte gesunken?

Modellierung

Fur die Untersuchung des Problems betrachten wir z. B. die folgende Versuchsanordnung:

In einem Behélter mit V=100 dhWasser sind m=200 g Salz. Durch ein Rohr fliesst ptaigke W=1 dm

reines Wasser in den Behalter, in der gleichen Zeitspanne laufen*\8afiwasser aus. Die Versuchanordnung
garantiert, dass die Salzkonzentration im Behdlter stets homogen ist, d. h. in jeder Volumeneinheit ist jeweils
gleich viel Salz enthalten.

Mit S (t) bezeichnen wir die Salzmenge, die im Behdlter zum Zeitpunkt t ( Sekunde ) vorhanden ist. S ist also
die Funktion, die in jedem Zeitpunkt t angibt, wieviel Salz noch im Wasser vorhanden ist.

Eigenschaftenvon S :

e S(0)=200 e S(t) >0
¢ S ist einestreng monoton fallendeunktion e S(t) O ad- 0
e Definitionsbereich D : 20 ¢ Wertebereich [W: 0<S (t3200

¢ Vermutung: S wird immer langsamer abnehmen

Allgemeine Approximation:
Wir betrachten die Anderung der Salzmenge in einem beliebigen sehr kleinen Zeitintervalft , t +

Salzmenge zum Zeitpunkt 0: S (0)=m=200 Salzmenge zum Zeitpunkt t: S (t)
Salzverlustim Zeitintervall [t #]: = S (t)M = s (t)%
Salzmenge zum Zeitpunkt A S(t#At)= S (t)-S (t)ﬁ)At

Approximation mit dem Computer
Wir unterteilen das Intervall [0, 100s] in nmax = 200 gleich lange Teilintervalle der Minge
nmax = 200 O At=T/nmax=05 und ,tt ' n/nmax =.5n mit n=0,1,...,200

S(6) = S(ha)-S(ha1)At/100=S (o) (1- At/100)

Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE

Ex 1)

ul (n)=0.5"n (Zeit: it)

uil=0 (Zeit: § )

u2(n) = u2(n-1)*(1-0.5/100) ( Salz: S{()t)

ui2 = 200 (Salz: S ¢Y))

[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM —rs —
X Axis: ul ( Zeit: £ ) - {— Zoom|Trace Reﬁraph I"Iath O~ &« .-,C?
Y Axis: u2 (Salz: S ()

@ [WINDOW]

nmin = nmax=200 ( Bereich der Nummern )

xm|n—0 xmax=100 ( Bereich der Zeit t)

ymin=0 ymax=200 ( Bereich der Funktion S) [, .; =z,

xscl=10  yscl =50 ( Unterteilung der Achsen ) |Lzcigs. goileg, 143

USE €+t4 OF TVFE + [ESCI=CAMCEL

@ [GRAPH] [F 3] Trace:>pi

Resultat: Nach nc=138 Zeiteinheiten, d. h. nach xc= 6RuBden, sind noch cA00 g Salz in der Lamg.
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Alternative:

1 z
[EF] (tbiseq toiStart: 135  Atbl: 1 iinsﬁ. o Tioes
( Startnummer ) ( Schrittweite ) gg Eg- = gu-é_f
[EX] (TABLE] | -
39. [E9.5 [99. &d1
|14e. 7o, 99, 143
|i¢1.|Fo.5 [95. 647
42, _[Fi. [95.154
|E_|=||=N:I'38 - EAD AUTO ZEG
Exakte Losung -
CAS - HERLEITUNG:
1
S (L+At)=S (1) =S (1) -S (k) 7554t . S(0)=s0 undAt = %
Zur Vereinfachung ersetzen wir : z =t/ 100
Define s (i) =when (i =0, s0, s (i-1)*(1-z/n)
5 10 25 30
seq 6 (i), i, 0,30, 9 O o QMo oz T sz 97 sz 9
Q n n n n @

Bemerkungen:
- Ohne die Vereinfachung rechnet sich das CAS ins Abseits.
- Der max. Wert fur i, der keinen Memory-Error liefert, ist 34 !l

Fur den Grenzwert gilt:
t t

)" = s(0)e 100 = 2ppe 100

S(t)= lim S(0)(1 -%OO)

Wir verweisen fur die Berechnung dieses Grenzwertes mit Hilfe des CAS auf die Fussnote 3.

Halbwertszeit:
solve (200%™ (-t / 100)=100, ) O t=100In(2) €&69.3)
Es vergehen 69.3 Sekunden, bis die Salzmenge auf die Halfte reduziert ist.

2. UNBEGRENZTES WACHSTUM

Im Labor wird unter optimalen Bedingungen die Entwicklung einer Bakterienpopulation beobachtet. Wie
wachst die Poulation ?

Modellierung
Anfangsbestand N (0) =\= 1C¢°
Annahme: Der rel. Zuwachs (prozentualer Zuwachs) in einem sehr kleinen Zeitintervall ist

proportional zur L&nge des Zeitintervalls
Der Proportionalitatsfaktor ist k = 0.2 pro Stunde.

N(t+At) - N(t) _
N(t)

kAt

N(t+At) - N(t) _
At
Momentane Anderungsrate: N'(t)= kN (t)

Mittlere Anderungsrate: KN (t)

Exakte Losung: N(t)=pnNeM = 10 2!
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3. LERNVERMOGEN

Jeder hat schon erfahren oder erlitten, dass er zunachst sehr rasch und dann immer langsamer lernt und nach
einiger Zeit kaum noch zuséatzlichen Stoff aufnehmen kann. Man nahert sich mit der Zeit der individuellen
maximalen Lernstoffmenge,.L

Modellierung  ( siehe: Nachsalzungsmodell )
Annahmen: - Die maximale Lernstoffmenge ist 200 einzelne Lerneinheiten .
- Die Lernstoffmenge, die man bis zum Zeitpunkt t ( Minuten ) gelernt hatist L (t).
- Der mittlere Zuwachs an gelernten Einheiten in einem kleinen Zeitintervall ist proportional
zur Lange des Zeitintervalls und zur noch lernbaren Lernstoffmengel( Lt) ).
- Mit Experimenten wurde der Proportionalitatsfaktor auf 0.02 geschatzt
dh. in einer Minute lernt man im Mittel 2% der noch lernbaren Stoffmenge

Nach welcher Zeit hat man 90% der maximalen Lernstoffmenge gelernt ?

L(t +At) -L(t)

Mittlere Anderungsrate: = 0.02° (Ln-L(t))

At
Momentane Anderungsrate: L(t) = 0.4,-L(t))
-2
Exakte Losung: L(t¥ 200{1- e 100 )

Die Zeit fur das Erreichen von 90% der maximalen Lernstoffmenge ist :
zeros (200*( 1 -en(-2*t / 100)-180, 9 O {50In(10)} t=115

4. EINE KUHLE COLA
Eine warme Cola wird in den Kuhlschrank gestellt. Nach welcher Zeit kann man sie trinken ?
(Nach [7])

Modellierung ( siehe: Nachsalzungsmodell )

Die Temperaturabnahme in einem kleinen Zeitintervall ist proportional zur Temperaturdifferenz und zur Lange
des Zeitintervallé\t. Die Temperatur im Kihlschrank ist konstant.

Temperatur im Kihlschrank. gE4°C

Temperatur der Cola: o= 20°C
Trinktemperatur: T=6°C
Temperatur der Cola zur Zeit t: O (t); 9(0)=To=20°C

Temperaturabnahme im Intervall [tAtf:  J(t+At) - 93(t) =-k [9 (t)-Tz] At
k=3 h!

H(t+AY-B() _

Mittlere Temperaturanderungsrate: At -k [9(t)-Tg]
Momentane Temperaturanderungsrate: 4 '(t) = -k [9 (t)-Tg]
Exakte Lésung: I(t)=Te +(To -Te) e™™

5. NEUE BANKNOTEN

Die neuen 20-er Noten werden gegen die alten Noten ausgetauscht. Aus Erfahrung weiss man, dass nach 2
Monaten jeweils 80 % der sich noch im Umlauf befindlichen Noten ausgetauscht werden. Wann sind 99% der
Noten ausgetauscht ?

Modellierung analog zum Lernvermdgen
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6. TRICHTER
Ein Trichter ist mit Wasser gefillt. Nach welcher Zeit ist er leer ?

Modellierung ( siehe: Entleeungsmodell )
Vereinfachung Der Trichter ist ein Kegel mit dem Grundkreisradius R = 20 cm und der Hohe h=50 cm.
Der Einflllstutzen hat einen inneren Radius r = 1 cm. Im Stutzen ist kein Wasser.

Hbhe des Wasserspiegels zur Zeitt:  y (t); y(0)=h
Abflussgeschwindigkeit [cm™§: v (t)= 20y 50y(t) cm/s Gesetz von Torricelli

Volumenabnahme im Trichter: AV=[y(t+At) -y (t)Jm( %y(t) )2

Abgeflossenes Volumen: AV = TP v (t)At = 1tr? /2000 y( ) At
Mittlere Anderungsrate: y(t%i—y(t) = - @gg\/zooo y¥2(1)
Momentane Anderungsrate: y'(t) = @gg\/ZOOO y‘3’2(t)
s
0 if
Exakte Losung: y(t) £h¥? —g @gﬁz\/zooo t0
= =

7. STAUSEE | Liegende Dreieckspyramide

Das Wasser eine€Stausees muss abgelassen werden. Der Stausee hat naherungsweise die Form einerDreiecks-
pyramide. Die Talsohle ist eine Kante und die Talsperre ist die Grundflache der Pyramide. Nach welcher Zeit ist
der Stausee leer ?

Modellierung ( siehe: Entleerungsmodell )

Maximaler Seespiegel: Léange a =1500 m Stirnbreite b =300 m
Maximale Tiefe: Hohe h= 150 m
Abflussquerschnitt: q=1mt
Hohe des Wasserspiegels zur Zeitt:  y (t); y(0)=h
Abflussgeschwindigkeit : v(t)= \i 50y(t) m/s Gesetz von Torricelli
Wasserspiegelflache zur Zeit t: A(t)—g— y(t) a y(t) = ab V(1)
' 2h h 2h?

Volumenabnahme im Stausee: AV=[y(t+At)-y(t)] A(t)

Abgeflossenes Volumen: AV =qgv (t)At =2 q+ 50/(t) At
- 2
Mittlere Anderungsrate: y(t+ 40 -y (Y = - At h VBy 2t
At alb
.. 4 2 _
Momentane Anderungsrate: y'(t) = TEE}? J5y¥2(p)
/5
togm? .~ f
Exakte Lésung: y(t) :%5/2 _ 1o J5 i
0 alb 0
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8. STAUSEE Il Liegendes Dreiecksecksprisma

Das Wasser ein€Stausees muss abgelassen werden. Der Stausee hat ndherungsweise die Form eines liegenden
Dreiecksecksprismas. Der Seespiegel ist ein Rechteck, die Uferwande sind vertikal und der Seegrund steigt
gleichméssig bis zum Seespiegel an. Nach welcher Zeit ist der Stausee leer ?

a
b h
Modellierung ( siehe: Entleerungsmodell )
Maximaler Seespiegel: Lange a = 1500 m ; Breite b =300 m
Maximale Tiefe: Hohe h= 150 m
Abflussquerschnitt: q=1mt
Hohe des Wasserspiegels zur Zeitt:  y (t); y(0)=h
Abflussgeschwindigkeit : v(t)= \i 50y(t) m/s Gesetz von Torricelli
Wasserspiegelflache zur Zeit t: A(t) ——ﬁb y(t)

Volumenabnahme im Stausee: AV=[y(t+At)-y(t)] A(t)

Abgeflossenes Volumen: AV =qvVv(t)At =2 gy 5y(t) At

Mittlere Anderungsrate: y(t+489 -y = - 20qth \/_5 y'”z(t)

At alb
Momentane Anderungsrate: y' (1) :'Z?Ebm\/gy_ﬂz(t)
Hsung: y2 _ 30 f'®
Exakte Losung: y(t) % _— J5 g
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