14. Folgen und Reihen, Grenzwerte

14. Folgen und Reihen, Grenzwerte

14.1 Eine Folge definieren
Explizite Definition

Rekursive Definition

Definiere die Folge (a,),eny Mit a,=2n+1:
2"'n+1 a(n) - Done

3, fallsn=1
Definiere die Folge (b,)nen,b, =4 :
niere cl 98 (Bolren {bn_1+2 sonst

when(n=1, 3, b(n-1)+2)[ST0»] b(n) ->Done
A

A

Bedingung

So wird b, berechnet,
wenn n die Bedingung
erflllt.

— So wird b, berechnet,
wenn n die Bedingung
nicht erfdllt.

14.2 Glieder einer vorher
definierten Folge be-
rechnen
Ein Glied
Mehrere Glieder

Berechne das 7. Glied der Folge (a,),ex:
a(7)[ENTER] > 15

Berechne die Glieder mit den Nummern 3 bis 6
der Folge (a,)nen:

1. Weg: a(n) | n={3, 4, 5, 6} >

{7 9 11 13}

2. Weg: seq(afi), i, 3, 6) 2>{7 9 11 13}

Bei rekursiver Definition flihrt der erste Weg oft
zu einem Memory-Error.

14.3 Eine Folge definieren
und einige Glieder be-
rechnen

Berechne von der Folge (a,),.~ mit a,=2n+1 die
Glieder mit den Nummern 3 bis 7
seq(2*n+1,n, 3, 7) [ENTER] = {7 9 11 13 15}

14.4 Einige oder unendlich
viele Glieder einer Fol-
ge zusammenzahlen:

n
2.8
i=1

Zé&hle alle Glieder der Folge (a;);cy mit a=2i+1
zusammen, deren Index i zwischen 1 und n liegt:
>(a(i),i,1,n) > n2+2.n

Das Zeichen X wird auf dem Voyage 200 er-
zeugt mit 2nd)[ =], auf dem TI-89 Titanium mit

Addiere alle Glieder der Folge (c;);cny mit ci=%:

2(1/(2M), i, 1, o) 2>1

Das Zeichen « befindet sich beim Voyage 200
oberhalb der Taste J, beim TI-89 Titanium ober-
halb der Taste [CATALOG].

14.5 Einige oder unendlich
viele Glieder einer Fol-
ge multiplizieren:

n
[1a
i=1

Multipliziere alle Glieder der Folge (a;),en mit
a,=2%i+1, deren Index i zwischen 3 und 8 liegt:
I1(a(i), i, 3, 8) > 2297295
Das Zeichen IT wird erzeugt mit
Multipliziere alle Glieder der Folge (c;);ey mit
1
=5
I1(1/2"i, i, 1, o) [ENTER] > 0

Ci
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14. Folgen und Reihen, Grenzwerte

14.6 Die Wertetabelle fiir ei-
ne oder mehrere Fol-
gen aufstellen

Vorbereitung

Folge(n) definieren

n-Werte angeben, die in
der Tabelle erscheinen
sollen

Tabelle berechnen

Rickkehr zum Home-
Screen

Vorbereitung

Erzeuge eine Wertetabelle fir die Folge (u,)nen
2
mit un=%—n und die rekursiv definierte Folge

. 1 fallsn=1
(Va)ney Mit v, =
V.., +Nn sonst

1. Weg (auch fiir mehrere Folgen geeignet):

1. Schritt: Den Rechner auf Folgen vorbereiten

Graph ... SEQUENCE (muss nicht jedes

Mal eingestellt werden)

ZE.J[Sthritt: Die Folgen definieren und auswéhlen
Y=

Eventuell vorhandene alte Folgen kénnen ge-

I6scht werden mit 8

Explizit definierte Folge eingeben:

ut(n)=n"2/2-n

uil= nichts eingeben

Rekursiv definierte Folge eingeben:

u2(n)=u2(n-1)+n

ui2=1

Folgen, vor deren Gleichung ein v'steht, werden

berechnet. Das v kann mit &) und gesetzt

bzw. geldscht werden.

3. Schritt: Die gewiinschten n-Werte angeben

(¢ ][TbiSet]

tbIStart: 1

Atbl: 1

(Diese Angaben mussen nicht jedes Mal einge-

geben werden.)

4. Schritt: Die Tabelle ausgeben

(¢][TABLE] »>

CEL RAD_AUTO SEQ

Mit @& kénnen weitere Werte angezeigt werden.
Mit [F2] kénnen die n-Werte geandert werden,
wie beim 3. Schritt beschrieben.

Voyage 200: [ |[HOME]

TI-89 Titanium:

2. Weg:

2
Berechne einige Glieder der Folge an=n? -n:

1. Schritt: Rechner auf Funktionen (!) vorberei-
ten

Graph ... FUNCTION (muss nicht je-
des Mal eingestellt werden)
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14. Folgen und Reihen, Grenzwerte

n-Werte angeben, die in 2. Schritt: Gewlinschte n-Werte angeben
der Tabelle erscheinen CeJlTbiset]
sollen tblStart: 0 O

Atbl: 1
(Diese Angaben sind nicht jedes Mal nétig.)
Tabelle berechnen 3. Schritt: Tabelle ausgeben
table n*2/2-n, n >

Mit © konnen weitere Werte angezeigt werden.
Mit [F2] kbnnen die n-Werte gedndert werden,
wie beim 2. Schritt beschrieben.

Riickkehr zum Home- Voyage 200: [ |[HOME]
Screen TI-89 Titanium:

@ Der Befehl table n*2/2-n, n funktioniert nicht,
wenn der Graphik-Modus auf sequence einge-
stellt ist (— 1. Schritt).

3. Weg (etwas uniibersichtlich, aber schnell):

olt sini i 2
Gezielt einige Glieder Berechne einige Glieder der Folge an=% -n:

berechnen
n*2/2-n | n={1, 10, 20, 30, 50} >
{-1/2 40 180 420 1200}
14.7 Eine Folge graphisch Erzeuge die Graphen fir die explizit definierte
darstellen n2 . : -
Folge un=?—n und die rekursiv definierte Folge
B 1, falls n=1
" |v,_, +n sonst
Vorbereitung 1. Schritt: Rechner auf Folgen vorbereiten
Graph ... SEQUENCE (muss nicht
jedes Mal eingestellt werden)
Folge(n) definieren 2. Schritt: Folgen definieren und auswéhlen

Celv=]

Eventuell vorhandene alte Folgen kénnen ge-
I6scht werden mit 8

Explizit definierte Folge eingeben:
ut(n)=n"2/2-n

uil= nichts eingeben

Rekursiv definierte Folge eingeben:
u2(n)=u2(n-1)+n

ui2=1

Folgen, vor denen ein v steht, werden berech-
net. Das v kann mit (2 und [F4) gesetzt bzw. ge-
I6scht werden.
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14. Folgen und Reihen, Grenzwerte

Graph(en) zeichnen

Anderung des darge-
stellten Ausschnittes

Rickkehr zum Home-
Screen

3. Schritt: Graphen darstellen
(¢] [GRAPH] =

1z Bl

FE iy F Fav |F7 B
v g |[Z0ion | T ace [ReGraph [Mat k| Drau| - f

CEL KAD AUTO SER

Stelle einen anderen Ausschnitt des Graphen
dar:
1. Weg:
1: Schranke den dargestellten Ausschnitt mit
den Tasten @) und auf einen recht-
eckigen Bereich ein.
Stelle einen 4-mal kleineren Ausschnitt dar.
Stelle einen 4-mal grésseren Ausschnitt dar.
1 Einheit auf der n-Achse ist gleich lang wie
1 Einheit auf der u-Achse.
6: Stelle den Standardausschnitt dar:
n-Werte: 1...10, von n=1 an wird fir jedes
Folgenglied ein Punkt gezeichnet.
x-Werte: —10...10, 1 Markierung = 1 Einheit
y-Werte (u-Werte): —-10...10, 1 Markierung =
1 Einheit
: Bestimmt den y-Bereich so, dass der Graph
fir den gewahlten x-Bereich vollstandig an-
gezeigt wird.
2. Weg: [+ ][wiNnDOW]
Der Ausschnitt kann auch direkt eingegeben
werden. Es bedeuten:
nmin:  kleinster Wert von n (erstes Glied der
Folge)
grosster Wert von n (letztes Glied der
Folge)
plotstrt: kleinstes n, fiir das u, gezeichnet wer-
den soll
plotstep: Fur jedes wievielte n soll u, gezeichnet
werden?
xmin:  kleinster x-Wert des Ausschnittes
xmax:  grosster x-Wert des Ausschnittes
xscl: Abstand zwischen zwei Markierungen
auf der x-Achse
ymin:  kleinster y-Wert des Ausschnittes
ymax: grosster y-Wert des Ausschnittes
yscl: Abstand zwischen zwei Markierungen
auf der y-Achse
Voyage 200: [ |[HOME]
TI-89 Titanium:

>

nmax:
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14. Folgen und Reihen, Grenzwerte

14.8 Die Beschranktheit ei-
ner Folge untersuchen
Gegen oben

Gegen unten

Ist die Folge (a,),ey Mit a, =4 —2n gegen oben
beschrankt? Welches ist allenfalls eine obere
Schranke?

4-2*n a(n) - Done

fmax(a(n), n) | n>=1 - n=1

a(n) | ans(1) 2>2

Die Folge ist gegen oben beschréankt, und 2 ist
eine obere Schranke.

Ist die Folge (a,),y Mit a, =4 —2n gegen unten
beschrankt? Welches ist allenfalls eine untere
Schranke?

4-2*n a(n) - Done

fmin(a(n), n) | n>=1 - nN=w

a(n) | ans(1) )

Die Folge ist nicht gegen unten beschrankt.

14.9 Den Grenzwert einer
Folge berechnen

& G

Iim(1+(3j J:?
n—o 4
limit(1+(3/4)n, n, o) > 1

Die Resultate des Taschenrechners sind mit
Vorsicht zu geniessen; — Schwierigkeiten und
Probleme, Nr. 5 und 6.

undef hat bei Grenzwerten zwei verschiedene
Bedeutungen:

Der Limes existiert nicht, oder

der Taschenrechner findet den Limes nicht.

& Schwierigkeiten und Probleme

1. Vereinfache: Lésung:
0 1 o (_1)k+1 ®© (_1)k 0 (_1)k+1 5
;R,; " ,;2'(_”,% 2 o, In2, w4, 712

>(1/k, k, 1, o) [ENTER] =
2((-1)Mk+1)/k, k, 1, ) >

2((~1)"k/(2*k+1), K, 0, o0) >

S((=1)Mk+1)/k 2, k, 1, o) >
Keine dieser Reihen wird erkannt.

2n 1
an= z =, A~ =?

i=n+1

2(1/i, i, n+1, 2*n) — a(n) >

2.

11 1
2k+2  2k+1 Kk+1

Lésung:

Done
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14. Folgen und Reihen, Grenzwerte

a(k+1)-a(k) >

Der Term wird nicht ausgewertet.

3. Berechne iv” fur |v|<1 und O<v<1

n=0

>(v™n, n, 0, w)|v>—1 and v<1 [ENTER] =

2(v*n, n, 0, «)|v>0 and v<1 >

2%1) 1) i(.]
ik+2[i i=k+1 IJ
, 1
Lésung: ——, ——
1-v

1
1-v

-1

Bei der ersten Aufgabe erhélt man ein wenig hilfreiches Resultat.

4. \Vereinfache:
100

D" cfiir c1

k=0
n
2.c"

k=0

Werte das Resultat der zweiten Aufgabe

aus ftir n=100.
>(c™k, k, 0, 100) | c/=1 >

2(c™k, k, 0, n) >
ans(1) | n=100 >

Wann wird die Summe zusammengefasst?

5. Vereinfache:
Xn
a) lim—, falls n<m
X—0 X
n

b) lim X , falls n>m

X—o X

c) lim , falls x= -1
) noso X2 41
d) lim———, falls x< -1
n—o X 1
a) limit(x*n / x*m, x, o) | n<m [ENTER] =

c) limit /(x"(2* )+1),n,00)|x=—1 [ENTER] >
/(xN(2*n)+1),n,00)|x<—1 [ENTER] >

(x

b) limit(x*n / x*m, X, «) | n>m [ENTER] =
(1
(1

d) limit

Lésung:
clo _+4
c—1

C1oo+ng+098+097+096+095+094+...
Cn+1 .1

c-1 c-1
C1oo+ng+098+097+096+095+094+...

Note: Domain of result may be larger

Lésung:

0

V2

0

undef
undef
undef
Error: Non-real result

Abhilfe: Man kann versuchen, n und m als @n1 und @n2 zu bezeichnen:
c) limit(1/(x*(2*@n1)+1),@n1,0)|x=—1 >
Bei den anderen drei Beispielen klappt dieser Trick freilich nicht.
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14. Folgen und Reihen, Grenzwerte

" n t
6. Iim[1+2°j |im(1+%) Losungen: e®  e%%5%+1.0513!
N— o0l n n—oo
Iim(1 ; 'O‘r‘] : t] e00%-1.04081!
t
limit((1+(t/20)/n)n, n, o) > e
limit((1+(0.05*t)/n)*n, n, ) > 0
Dieses Resultat ist falsch.
limit((1+(0.04*t)/n)*n , n , o) > (1.04081)"

Wann gelingt die L&sung, wann nicht?
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